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AVANT-PROPOS À L’ÉDITION FRANÇAISE 


Le présent ouvrage est une traduction en français de notre 
cours de Méthodes de la théorie mathématique de l’élasticité. Le 
cours paraït en français en deux volumes. Le premier comporte 
les trois premiers chapitres de l’ouvrage original et contient prin- 
cipalement des notions auxiliaires, indispensables à la bonne 
compréhension du cours : appareil mathématique de l’élasticité, 
ses notions de base et ses lois fondamentales, la position des pro- 
blèmes aux limites. Le gros du matériel est reporté au deuxième 
tome, composé de cinq chapitres, consacrés chacun à l’application 
de telle ou telle méthode mathématique à la résolution de divers 
problèmes de l’élasticité. 

Dans cet ouvrage en deux volumes, on à gardé une numé- 
rotation suivie des chapitres, dessins et tables. Pour la version 
française toute une série de modifications ont été apportées à 
l’ouvrage original et à la traduction anglaise, actuellement en 
préparation aux Editions Mir. En particulier, sont revus des 
exemples illustrant la méthode des transformations intégrales, 
notablement réduit le matériel relatif à l’utilisation de l’appareil 
de la variable complexe pour la résolution de problèmes bidi- 
mensionnels de l’élasticité ; à la base des tout derniers résultats 
parvenus à la connaissance des auteurs, sont radicalement rema- 
niées les questions de la réalisation numérique de la méthode du 
potentiel en ce qui concerne la résolution des problèmes tridi- 
mensionnels de l’élasticité. Toute une série de fautes typographi- 
ques, d’imprécisions ont été éliminées grâce aux remarques des 
collègues, assistants, étudiants, lecteurs qui ont bien voulu nous 
en faire bénéficier. 

Les auteurs ont le plaisir de constater que nombre de questions 
traitées dans l’ouvrage le sont à la base de résultats obtenus par 
de remarquables savants français : A. L. Cauchy, H. Poincaré, 
J. Hadamard, G. Giraud. Pour la résolution des équations intégrales 
de l’élasticité est essentiellement utilisée la conclusion de Pham 
The Lai, publiée en 1967 dans le Journal de Mécanique, sur la 
possibilité de résolution de ces équations par approximations 
successives. 

Les auteurs expriment leur gratitude à M®° Christianne Der- 
Megreditchian, traductrice, et à M”° Ludmila Vakhourkina, 
rédactrice scientifique, pour leurs efforts dans la tâche si pénible 
de traduction. 


V. Parton, P. Perline 
Moscou, juin 1983 


AVANT-PROPOS À L’ÉDITION RUSSE 


Le développement de la théorie de l’élasticité au cours des 
20—30 dernières années est marqué par l’implantation profonde 
des méthodes classiques de l’analyse mathématique et par l’utili- 
sation des acquis mathématiques les plus récents pour l'obtention 
de résultats concrets. 

De son côté, l’élasticité, qui à su résoudre de nombreux pro- 
blèmes importants que pose la pratique, à apporté une contri- 
bution de valeur au développement des mathématiques. Si aupara- 
vant les études en élasticité se ramenaient principalement à la 
recherche de solutions particulières, avec le développement des 
ordinateurs, se mettent au premier plan les questions relatives 
à l'élaboration de méthodes générales et suffisamment universelles 
de résolution des problèmes de l’élasticité. Ces méthodes ont 
nécessité naturellement une justification mathématique et une 
étude de stabilité, questions qui n’ont pas manqué d'attirer l’atten- 
tion des spécialistes. 

Ces nouvelles tendances et nouvelles orientations dans l’évo- 
lution de l’élasticité n’ont pas trouvé dans la littérature scientifique 
spécialisée une expression à la fois complète et concise. Les auteurs 
se sont fixé pour tâche de combler cette lacune. D’autre part, 
une « mathématisation » croissante du cours de théorie de l’élasti- 
cité nous à incités d'inclure dans l’ouvrage un matériel assez 
vaste de nature purement mathématique, parfois sous forme de 
rappels, rassemblé essentiellement dans le chapitre I. La présence 
dans le livre de connaissances mathématiques indispensables facilite 
notablement le travail de l'étudiant, lui évitant d’avoir recours 
à des cours de mathématiques. L’approche que nous avons adoptée 
présente des avantages indéniables en ce qui concerne l’exposé 
de la théorie mathématique de l’élasticité. Elle permet en outre 
d'exposer différentes parties de cette théorie comme une géné- 
ralisation naturelle des méthodes qui, au départ, ont été élaborées 
pour la résolution des problèmes classiques de physique mathé- 
matique. Citons à titre d'exemple l’application de la méthode du 
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potentiel à la résolution des problèmes harmoniques et des problè- 
mes de l’élasticité. 

D'autre part, sont parfaitement développées des méthodes 
mathématiques générales et universelles permettant, en particulier, 
de résoudre certaines classes de problèmes de l’élasticité. Leur 
validité pour la résolution des problèmes concrets doit être établie 
par certaines inégalités (majorations). Du point de vue méthodique, 
a-t-on jugé utile de montrer la construction de ces inégalités pour 
des problèmes simplifiés considérés dans le chapitre mathématique. 
Aussi s’est-on borné, lors de l’exposé des problèmes de l’élasticité, 
à indiquer les particularités de la construction des inégalités 
correspondantes, tout en se limitant à des domaines élémentaires. 
Une telle approche est réalisée, par exemple, dans l’examen des 
méthodes variationnelles. 

Dans le second chapitre sont exposées les principales notions 
et lois de la théorie de l’élasticité, la thermoëélasticité et l’électro- 
élasticité y comprises. 


Dans le chapitre III on énonce la position des problèmes 
aux limites et des problèmes aux conditions initiales et aux limites 
de l’élasticité, dont on prouve l’unicité de solutions ; on donne en 
outre quelques descriptions qualitatives. 


Dans chacun des cinq chapitres suivants (composant le second 
tome de l’ouvrage) on traite en détail les divers aspects d’appli- 
cation de la méthode mathématique correspondante à la résolu- 
tion de problèmes de l’élasticité. L’exposé général des questions 
spécifiques de l’élasticité est accompagné de la résolution d’un 
grand nombre de problèmes concrets, illustrant les possibilités 
de telle ou telle méthode. 


Notre classification par méthodes de résolution diffère en 
principe de la structure usuelle des ouvrages didactiques consacrés 
à ce sujet où l’on adopte une classification par problèmes (flexion 
et torsion, problème plan, etc.). Le point de vue que nous avons 
adopté et qui fut l’une des raisons de la conception et la rédaction 
de cet ouvrage, permet au lecteur de concentrer son attention 
sur les méthodes mathématiques. Cette approche est en parfait 
accord avec le point de vue selon lequel l’élasticité serait une 
branche de la physique mathématique. Les questions importantes 
telles que l’anisotropie, la non-linéarité physique et géométrique, 
l’asymétrie du tenseur des contraintes ne sont pas traitées. Leur 
considération nécessiterait d'élargir notablement le cadre de 
l'ouvrage. Notons que ces questions peuvent être traitées, en règle 
générale, par les méthodes exposées. 


Quelques indications sur la numérotation des formules. Elles 
sont numérotées par un double numéro, le premier chiffre indi- 
quant le paragraphe, le second, le numéro de la formule à l’inté- 
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rieur du paragraphe. Les renvois à des formules d’autres chapitres 
sont donnés en précisant le numéro du chapitre. 

Les auteurs tiennent à remercier le professeur S. Mikhline pour 
ses remarques judicieuses sur la structure générale et le contenu 
de l'ouvrage, V. Poroutchikov pour son aide à la préparation 
des questions relatives aux problèmes dynamiques de l’élasticité, 
V. Boriskovski et I. Obraztsov pour la méthode des éléments finis. 
Les auteurs sont profondément reconnaissants aux collaborateurs 
de la chaire de théorie de la plasticité de l’Université de Moscou 
(dirigée par Yu. Rabotnov) ainsi qu’à V. Alexandrov qui ont 
accepté de relire certains chapitres du manuscrit et ont fait des 
suggestions ayant permis de nombreuses améliorations de l’ouvrage. 


V. Parton, P. Perline 
Moscou, 1980 


CHAPITRE PREMIER 


APPAREIL MATHÉMATIQUE DE LA THÉORIE 
DE L’ÉLASTICITÉ 


$ 1. Eléments de théorie des fonctions analytiques 


1. Sur les séries de Fourier sous forme complexe. Soit (8) 
une fonction réelle, définie sur l’intervalle [0, 2x]. Dans les 
hypothèses les plus générales, celle-ci peut être représentée sous 
la forme d’une série de Fourier *) 


f8) = 2 + Ÿ (ox cos 048, sin k0), (1.1) 
EE LS | 
où 
2 2= 
2 = A f(8) cos E8 48, A EU sink0d8 (k—1,2, ..). 
0 


O 


Transformons (1.1) à l’aide des formules d’Euler 
cos À0 — — (ef + et), sink0 = — (ei — 07") 
t 
Nous obtenons 


f(0) =#+ E À or — iBk ex + D noie — > axe, (1.2) 


ken — 00 


Si la fonction f(9) est continue sur tout l'intervalle de variation 
et f(0) = f(2x), alors la série (1.2) converge uniformément vers la 
fonction f(6). 


*) Pour qu’une fonction puisse ètre développée en une série de Fourier il suffit 
qu'elle satisfasse les conditions de Dirichlet, i.e. qu’elle soit partout continue, à 
l'exception d’un nombre fini de points de discontinuité du premier ordre, et qu’elle 
admette un nombre fini de maximums et de minimums. Aux points de discontinuité 
la série tendra vers la valeur moyenne des limites à gauche et à droite. 
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Pour obtenir les expressions des coefficients du développement, 
utilisons l'égalité 


D 
«= 


e",40 —— L ’ n £ 0, 


27, N = 0. 


C 


Multiplions le premier et le second membre de (1.2) par e-‘" 
et intégrons entre 0 et 2x: 
25 


a, = eV 6)e-""046 (n = 0, +1, +2, ...). (1.3) 


La représentation (1.2) permet de construire également les 
séries de fonctions à valeurs complexes. La seule différence en 
comparaison des séries de fonctions réelles est que la condition 
4, = 4-, découlant de (1.2) n’est plus respectée. 

Indiquons une propriété étroitement liée à la convergence des 
séries de Fourier. Supposons que la fonction f(6) est continue, 
possède des dérivées continues jusqu’à l’ordre » — 1, f(0) = f(2x) 
et la dérivée d'ordre v satisfait les conditions de Dirichlet. On 
a dans ce cas pour les coefficients de la série de Fourier les esti- 
mations suivantes : 


[ant [Bal [al < Cin'+t (n =1,2,3, ...). (1.4) 


Donc, pour v — 1 (lorsque la dérivée première de la fonction 
satisfait les conditions de Dirichlet) la série de Dirichlet sera 
déjà uniformément et absolument convergente. 


2. Intégrale du type Cauchy. Soit L un contour fermé, régulier 
dans le plan de la variable complexe :. Nous désignerons par D*+ 
le domaine intérieur au contour et par D- celui qui lui est extérieur. 
Soit la fonction continue f(+r) la valeur sur le contour Z d’une 
certaine fonction (2), analytique dans D*+ ou dans D-. Considérons 
l'intégrale de Cauchy 

ee (1.5) 


où (7) est la densité. Nous supposerons le contour parcouru dans 
le sens inverse à celui des aiguilles d’une montre. La formule 
intégrale de Cauchy nous donne 


A ur d= = e : : : (1.6) 
Lu AE 9 
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pour j(z) analytique dans D+ et 


1 Ü f(x) 0, z e D*, 
Pi (PL AN AS POSE 1.7 
me À nu) too sens MT 


pour f(:) analytique dans D-. 

L'intégrale du type Cauchy s'écrit également sous la forme (1.5), 
mais la fonction f(+) n’est plus la valeur frontière d’une fonction 
analytique. Montrons que l’intégrale du type Cauchy engendre 
des fonctions analytiques dans D+ et D-, que nous noterons ®+*(2:) 
et ®D-(z2). Ces deux fonctions peuvent être traitées par ailleurs 
comme une seule fonction, analytique par morceaux, qu’il est 
naturel de noter ®(z). 

Soient deux points z et 2 —2: + Az, situés les deux soit 
dans D+, soit dans D-. Dans ce cas 
EH) 0) = (D ge = 


à 27i \(< — =} 
L 


2ri +—2:— A: T—2 : (= — =} d 
L 


L'expression entre crochets pouvant être rendue arbitrairement 
petite pour Az: suffisamment petit, nous obtenons à la limite 
(compte tenu de la finitude de la longueur du contour) que le pre- 
mier et par conséquent le second membre de l'égalité s’annulent. 


L'existence de l’intégrale AS dr entraine maintenant celle 
sel T2) 
L 


de la limite de l’expression = [D(z + Az) — D(2)], limite qui est 


égale à la dérivée de la fonction ®(z). On sait que (cf. par exemple 
[62]) l’existence de la dérivée première d’une fonction de varia- 
ble complexe implique celle de toutes les autres dérivées. Remar- 
quons que la notion d’intégrale du type Cauchy s'étend égale- 
ment au cas des contours non fermés, ce qui conduit à une fonction 
analytique dans tout le plan, excepté la coupure. 

Les intégrales du type Cauchy sont examinées le plus souvent 
dans une classe de fonctions (densités) vérifiant la condition de 
Hôlder-Lipschitz (H.-L.) *), quand le module de continuité œ(+) 


*) Ceci permet d'élaborer une théorie ayant une large application en physique 
mathématique. 
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est une fonction exponentielle, soit : 
@(7) = Sup {f(Te) — f(T)) < Afre — 5 f, 
reset SCO 7E LD): 


Nous supposerons dans la suite que les fonctions f(-) vérifient 
en tous les points la condition H.-L. (f(-) e H(4, à)). Nous men- 
tionnerons spécialement les cas où cette condition n’est pas remplie 
en quelques points du contour. 

Considérons de nouveau l'intégrale (1.5), cette fois dans l’hy- 
pothèse que =: e L (on désignera dans ce cas les points = par t): 

D(t) — “A pour =. (1.8) 

Del Veil 
L 

Cette intégrale n’existe pas au sens ordinaire (en tant qu’intégrale 
impropre), puisque la fonction figurant sous l'intégrale admet 
une singularité du premier ordre. Nous la déterminerons de façon 
spéciale comme une généralisation d’intégrales impropres. Traçons 
un cercle de centre en { de rayon suffisamment petit à coupant 
le contour L en deux points. Désignons ces deux points dans le 
sens du parcours par 1, et ?, (fig. 1) et l’arc qui les réunit par L,. 
Pour tout à l'intégrale 


L | 1Q 3. (1.9) 


Det = —t 
L-Ls 

existe. Passons à la limite pour à — 0 et 
appelons la limite obtenue valeur singulière 
de l'intégrale du type Cauchy ou valeur 
principale au sens de Cauchy. La diffé- 
rence entre les intégrales singulière et im- 
propre consistera uniquement en ce que 
dans le premier cas le rapport (t, —t]/]t, —t] 
n’est pas arbitraire. Aucunes notations spé- 
ciales ne sont introduites pour l'intégrale 
singulière puisque celle-ci n’existe pas dans 
un autre sens. . 

Fig. 1. Situation des points Soit a un point de référence pris sur l’arc 
sur Je contour d'intégration. de contour. L'intégrale la plus simple pour 
f(=) = 1 sera alors 


ES me | = 


27i \= —1 8-0 27i z — 
L-Ls 
= im [in(+ — t)j5 + ns —t)f]=——In#—". (110) 
2ri 8-0 | 2xi ti —t 
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Afin d'assurer l’univocité, il convient de considérer In(+ —t) en 
tant que valeur limite de la fonction In(+ — z) dans le plan de = 
présentant une coupure de £{ à co. Le contour étant régulier, 
nous obtenons à la limite 


. la ea t . 
lim In <— — —ir, 
&—0 [A Eu { 


ce qui conduit définitivement à 


mer = (1.11) 


Dans le cas général on à évidemment 


A ar LS qe - (er = 10 7, LIO 
27ri | + —{ 27i 7 —!{ 27i 


\- <<. (1.12) 


La première intégrale est impropre puisque ÿ(t) e H(4, à), 
la seconde nous est déjà connue. Nous obtenons finalement 


1 | f(x) f() — OO d- QE 1.1 
A, Poe ” LÈrs 9) 
L 


T—t = —t 


Les fonctions D+(:) ont été définies respectivement dans les 
domaines D+. Cherchons leurs valeurs limites quand le point z 
tend vers les points du contour *). Nous désignerons ces fonctions 
limites par D<({f). Dans le cas de contours non fermés il s’agit 
des valeurs limites à gauche et à droite selon le sens d'intégration. 

Le théorème de Sokhotski-Plemelj nous permet d'établir un 
lien entre la densité de l’intégrale du type Cauchy, ses valeurs 
limites et sa valeur principale sous la forme suivante : 


D#(E) = £ —f(1) + D(1) (1.14) 
ou, sous une autre forme, 


ft) = D) — ©-(H, (9 =—[O+ (1) +E-(#]. (114) 


*) A condition que la trajectoire suivant laquelle le point = tend vers le contour, 
tout en étant arbitraire, ne le coupe pas. 
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Le facteur de f(t) dans (1.14) changera lorsque le point t sera un 
point anguleux du contour. Notons l’importance primordiale du 
théorème de Plemelj-Privalov qui dit que les fonctions limites 
D<(t) (et donc la valeur principale ®(t)) sont également de classe 
H.-L. de même indice que la densité si À < 1, ou d'indice 1 — e, 
e > 0 si À = 1. 

Envisageons maintenant le cas de l’intégrale du type Cauchy 
prise suivant une courbe infinie. Pour simplifier les raisonnements 
supposons que L est l’axe réel. Ajoutons à la condition f(f) € H(A, à) 
pour tous les points intérieurs la condition 


|f(t) — f(oo)| < AJIt (u > 0). (1.15) 


Lorsque f(c) # 0, la question de savoir si l’intégrale du type 
Cauchy 


T —2 


_ \ IQ ge (1.16) 
-œ 
existe, nécessite une étude complémentaire, le contour étant 


illimité. Nous entendrons maintenant par intégrale du type Cauchy 
la limite 


N. 
lim —- \ JC ge. (1.17) 
No 27i T—2 
—N 


Pour l'intégrale (1.16) on a l’identité 


1 (| 1) 7 _ 1 | 1® — fo) 1 
2ri \ EEE al 2xi \ T—2 dr + 2 flo), (1.18) 


Je signe « + » correspondant à Imz > 0, le signe « — » à Imz < 0. 
Avec les conditions introduites, les théorèmes de Sokhotski-Plemel; 
et de Plemelj-Privalov restent également en vigueur pour les con- 
tours illimités. 

Voyons maintenant si l’on peut changer l’ordre d’intégration 
dans les intégrales multiples. En vertu du théorème de Fubini 
[94], dans le cas où les deux intégrales sont régulières, l’inter- 
vertissement est toujours possible et ne change pas la valeur de 
l'intégrale multiple. Il en est de même dans le cas où l’une des 
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intégrales est singulière. Soit l’mtégrale multiple 


I(z) = \ot-,24-| IE gr, 
L LL. 


où la fonction f(7, -,) € H(4, 2.) pour chacune des variables et la 
fonction «(-,t) est intégrable en - pour des 2 pris d’un certain 
domaine. 

Intervertissons l’ordre d'intégration : 


L\(c) = \æ: en de: 
CR 
L L 


Nous avons alors les égalités 
I(:) = L(2) et I(t) = I,(t). (1.19) 


Supposons maintenant les deux iutégrales singulières et la 
fonction sous l’intégrale dépendre de deux arguments : 


10 = (fe, 
el 


æ—{1 7i TU — + 


= 1 1 f (+, Ta) 
fi) | æi \&: = (T — (TG — T7) PE 
L 
Montrons que les intégrales J(t) et I,(t) ont un sens. Pour 
la première intégrale ceci est immédiat, car la fonction y(Tt) = 
— _ (CG 5 qg- est de classe H.-L., donc peut être denxité- 


IS 1 _—* 


d’une intégrale singulière. Dans la seconde intégrale, transformons 
le facteur de l'expression sous l’intégrale : 


1 : 1 1.1 | 
G—-DMa—-n T1 — { T—{ T—T 
A l’aide de la fonction auxiliaire 


6 5) = 1 EH dr 
Ti T—Ù 


L 
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nous obtenons la représentation de J,(t) sous forme d’intégrale 
impropre 


27i 
L 


1 — 


J,(t) Se \ A1, 1) — Jar 1) d=. 


Le théorème de Poincaré-Bertrand permet d'établir un lien entre 
les intégrales I({) et Z,({) : 


IG) = — jt) + L(t). (1.20) 


Montrons que dans le cas particulier où la fonction f dépend uni- 
quement d’un seul argument r,;, le second terme de (1.20) s’annule 
et la formule devient 


Fi t-il 


A Cned pes d= = f(b. (1.21) 


Dans ce cas, en effet, la fonction y, ne dépend pas du premier 
argument et la densité de l’intégrale Z(t) s’annule. 

Considérons maintenant l’intégrale du type Cauchy dans le 
<as où le contour L est ouvert. Etudions l'intégrale au voisinage 
des extrémités du contour, que nous désignerons par a et b; le 
contour sera parcouru de a vers b. Joignons les points a et b par 
un arc n’ayant pas avec L d’autres points communs et prolongeons 
j@) par continuité à cet arc, en la posant égale à zéro. On retrouve 
effectivement l’intégrale du type Cauchy pour un contour fermé. 
Il est évident que tous les résultats de caractère local sont vrais 
dans le cas considéré en tous les points du contour L, à l’exception, 
en général, des extrémités (où la densité subit une discontinuité). 
Aussi se bornera-t-on à l'étude de l'intégrale du type Cauchy et 
de l'intégrale singulière au voisinage des extrémités. Transformons 
l'intégrale du type Cauchy comme suit : 


D(z) — Jo \ RCE — | (©  1O 3. 
2ri z—2 2ri > 
L L 


La seconde intégrale existe, en tant qu'’intégrale impropre, égale- 
ment lorsque le point z tend vers les points du contour, y compris 
les extrémités. Seul le premier terme peut receler une singularité. 
Posant z—a et z—b, nous obtenons les représentations 
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suivantes : 


®(e) = in ( — a) + D,(c), 


@(:) = In (> — b) + ®,(2). 


Ici ®.,(z) et D.(:) sont des fonctions analytiques, bornées au 
voisinage des extrémités correspondantes et possédant des valeurs 
limites. Les formules (1.22) donnent la possibilité de définir d’emblée 
le comportement de l'intégrale du type Cauchy au voisinage du 
point où la densité admet une discontinuité de première espèce. 
Désignons ce point par c et par f(e — 0) et f(c + 0) les valeurs 
limites de la densité à gauche et à droite. Représentant alors l’inté- 
grale comme une somme des intégrales prises suivant deux con- 
tours nous aboutissons, moyennant (1.22), à l'expression 


Dee) = (DICO pe 0) + @,(e). (1.23) 


2ri 


Le comportement de la fonction ®,(:) au voisinage du point c 
est analogue à celui des fonctions (2) et ®.(2). 

Admettons maintenant qu’à l’une des extrémités du contour 
(au point « par exemple) la densité admet une singularité du 
type 

FO fr ë 
0 (1.24) 


où f*({) vérifie la condition H.-L. partout, y compris au point a, 
et f**(t) est une fonction bornée, y = & + 16, 0<ax-<1. On enten- 
dra par le radical (t — a)-* la valeur limite à gauche d’une branche 
quelconque de la fonction (2 — a)-* dans le plan coupé suivant 
le contour L et ensuite suivant un arc arbitraire s’enfuyant dans 
l'infini. La valeur limite à droite sera alors égale à (4 — a)-"e-2"tT, 

Ecrivons les expressions de la valeur de l'intégrale du type 
ET de ses valeurs limites et singulière dans le cas particulier 
où f(t) = 1: 


eivr 


D) = nn (E — 8) + Oi(e) 
D) = VE (E — a) + D,(t), (1.25) 


€ 


D*(t) — 


LYS _ 
2 | — à)" + ®,(t). 
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Par des transformations simples on ramène le cas général 
(lorsque f(t) est du type (1.24)) au cas précédent : 


1 <)d= 
dis) — | Ve ee _ 
A | 


(= — a)'(= — =) 


— L3 a 0 sp, + f°(<) — f*(a) 
arte) (7 — a)}'(= — =) + = dr. 
L 


11 à été montré [74] que la seconde intégrale admet au voisinage 
du point a une singularité d’un ordre inférieur à æp (x — À << a < &, 
À étant l’indice de classe H.-L. de la fonction f*(-)). 


3. Problème de Riemann. Soit L un contour fermé régulier 
sur lequel est donnée une fonction continue G(t) qui ne s’annule 
pas. On appeile indice de cette fonction et l’on note x l’accroisse- 
ment de son argument divisé par 2x lorsque le contour est parcouru 
dans le sens antihoraire : 


x = IndG(t) = —[arg G(t)], — 


= — — (in G(t)]z = a Vewscto = Een ce (1.26) 
L 


La fonction étant continue, l'indice doit être un nombre entier. 
Si la fonction G(t) est différentiable, la dernière égalité de (1.26) 
nous donne 


= | an =; = V0 CO (1.27) 
G(0) 
L 
Exigeant en outre que la fonction G(t) soit valeur limite, de l’inté- 
rieur ou de l’extérieur, d’une fonction analytique, nous obtenons 
que l'indice est égal au nombre de zéros de cette fonction avec le 
signe plus quand la fonction est analytique dans D* et avec le 
signe moins quand la fonction est analytique dans D-. Le second 
membre de (1.27) représente un résidu logarithmique [62]. 
Résoudre le problème de Riemann consiste à déterminer une 
fonction D(z) analytique par morceaux (avec la ligne de saut L), 
dont les valeurs limites ®+(t) et ®-(f) vérifient la relation 


D*(t) = G()®T(1) + g(t), (1.28) 


où G(t) et g(t) sont des fonctions données. La fonction G(t) est 
appelée coefficient du problème de Riemann et la fonction g(t) son 


$ 1] ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 21 


terme constant. Si g(t) = 0, on dit que le problème est homogène : 
D+(t) = G(t)D-(t). (1.28) 


Nous exigerouns que la fonction G(t) # 0 et qu’elle soit continue. 
Les restrictions à imposer au terme constant seront mentionnées 
dès qu’il sera nécessaire. 

Considérons le cas élémentaire où G({t) — 1. Les formules de 
Sokhotski-Plemelj (1.14) nous fournissent la solution [26] sous 
la forme 


d(:) = à 4 (1.29) 
ri) T7 —!= 
L 
si la fonction g(t) est de classe H.-L. 

Commençons par le problème homogène et admettons qu'il 
possède une solution. Désignons par N* le nombre de zéros (en 
tenant compte de la multiplicité) de la fonction ®*(:) (dans D*) 
<t par N°7 celui de la fonction ®-(z) (dans D-). 

Calculons l’indice des premier et second membres de la relation 
(1.28). Puisque, comme il s’ensuit de (1.26), l’indice du produit 
est égal à la somme des indices des cofacteurs, on obtient l'égalité 


Nt+EN- = (1.30) 


où x est l’indice de la fonction G(t). Comme le premier membre 
de l'égalité (1.30) est non négatif, on peut affirmer d’emblée que 
le problème homogène n’admet de solution que pour x > 0. 
Cas de x — 0. Dans ce cas la fonction In G(t) est univoque, 
les fonctions D*(z2) et b-(:) n’admettent pas de zéros, donc In ®+(2) 
et In ®-(2) sont des fonctions analytiques respectivement dans 
D* et D-. Prenant le logarithme de (1.28) nous retrouvons le pro- 
blème de Riemann : 


In ®t(f) = In®-({t) + InG(t), (1.31) 
mais avec un coefficient égal à 1, c’est-à-dire le problème considéré 
plus haut *). La solution s'écrit sous la forme 


D+(z) = Ce M, D-(z) = Cer h, (1.32) 
où 
T(z) = = RG qe 
27i | T—:= : 
L 
I est évident que la fonction ®+(z) est analytique, alors que la 
fonction D-(2), égale à C à l'infini, ne l’est par conséquent pas. 


*) On s'établit sur une branche arbitraire de In G({{). 
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Aussi considérons-nous (1.32) comme solution distributionnelle du 
problème de Riemann. 

Les résultats établis donnent lieu à une conséquence quelque 
peu inattendue. Soit donnée sur le contour une fonction o(t) 
d'indice nul. Rien ne nous empêche de la représenter sous la forme 
du rapport de deux fonctions qui sont les valeurs limites de fonc- 
tions, analytiques respectivement dans D* et D” (sauf le point 
à l'infini); pour cela il faut la considérer comme coefficient du 
problème auxiliaire homogène de Riemann. 

Cas de x >0. Représentons le problème aux limites sous 
une forme modifiée 


D+(t) = fi-*G(H)]D-(t) = #G(t)D-(t). (1.33) 


Pour fixer les idées nous supposerons que l’origine est située dans 
le domaine D+. La fonction G,(t) est choisie d’indice nul Gndi” — 

— — x dans l'hypothèse que nous avons faite), de sorte qu’en 
vertu de ce qui vient d’être dit, on peut la représenter sous la forme 
du rapport ne 

n [<-* 
GE) = pr D) = (SO à. 
L 


Ceci permet de récrire le problème aux limites (1.33) sous la forme 


DT) __ x DE) 
(5 = T6 (1.34) 
À gauche figure la valeur limite d’une fonction analytique 
dans D*, à droite celle d’une fonction analytique dans le domaine 
D”, sauf le point à l'infini, où le pôle est d’ordre non supérieur à x. 
En vertu du théorème de Liouville [62], ces fonctions sont des 
prolongements analytiques l’une de l’autre et représentent une 
même fonction, polynôme P,._.(:) de degré x — 1. La solution 
devient alors 


Dt(s) = HP, (2), Of) = Me-*P, fe). (135) 


Donc, pour x >0 la solution existe et dépend de x —1 
constantes complexes. 

Les raisonnements développés sont formellement vrais pour 
x < 0. Aussi est-il 2ossible (sans tenir compte du signe de x) 
d'introduire une fonction analytique par morceaux ÆX(2) telle que 


Xt(e) =", X-(2) = 27*e7 (1.36) 
dite fonction canonique du problème de Riemann. Pour x > 0 


ces fonctions sont solution particulière du problème aux limites 
homogène, la solution générale étant 


D(z) = X(2)P,-1(2). (1.37) 
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La fonction canonique vérifie la condition (1.28) pour x < 0 
également, mais admet à l'infini un pôle d’ordre — x. 

Des propriétés de la fonction canonique découle la représen- 
tation suivante pour toute fonction o(t) d'indice arbitraire, con- 
tinue et ne s’annulant pas : 


(1.38) 


Examinons le cas général du problème non homogène de 
Riemann. Représentons la fonction G{t) sous la forme du rapport 
X+(t)/X-(t) comme indiqué plus haut. Nous obtenons alors le 
problème aux limites suivant : 


®+(  __®7(0 g@® 


= - (1.39) 
A+ (1) À7(0) X+(1) 


Le théorème de Sokhotski-Plemelj (1.14’) nous permet de repré- 
senter le dernier terme comme la différence Y+{(t) — Y-(t), où 


F(2) —— ae 


27i XT(<) + — = 
L 
Récrivons la condition aux limites sous la forme 
O+(t) ; ®-(0) L 
— — Et) = —— — Y-(i). 1.4 
End ec dE | (1.40) 


Reprenant les raisonnements précédents et faisant usage du théo- 
rème de Liouville nous trouvons pour x > 0 


D(2) = X(2)[T(2) + P,.-1(2)]. (1.41) 
Pour z < 0 la solution (formelle) s’écrit 
(2) = X(2)F(2). (1.42) 


Vu qu’en général cette solution admet un pôle d'ordre —x à 
l'infini, pour qu’elle puisse être prolongée par analyticité à l’infini 
il faut lui imposer des conditions supplémentaires. De la fonction 
Y(2) il faut exiger que son développement en série suivant les 
puissances de 1/z: commence à partir du terme 1/2“. En ce qui 
concerne la fonction g(f), ces conditions sont 


HO =k-1  —  — — 4 — 
| E-igr —0 (k—1,2,...,—x — 1). (1.43) 
L 


Des formules (1.41) et (1.42) découle que la solution est valable 
également lorsque la fonction g(f) est représentable sous la forme 
(1.24). 
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Passons maintenant au problème de Riemann pour des 
contours ouverts et des coefficients discontinus*). Le premier cas 
se ramène immédiatement au second si l’on réunit de façon appro- 
priée les extrémités des contours par des coupures complémentaires. 
Soit sur ces coupures G{(t) = 1 et g({) — 0. Nous parvenons alors 
à un problème pour le contour fermé, tolérant pour le coefficient 
et le terme constant des discontinuités de première espèce. 

Considérons en détail le cas élémentaire où le coefficient G@{(t}) 
admet une discontinuité de première éspèce en un seul point 
(désignons-le par 1,). Faisons quelques opérations auxiliaires. Choi- 
sissons dans D+* un point 2, et menons une coupure par les points 
Zo h et co. Formons les fonctions w*(z) = (2 — 1)" et «7(z) — 
— [(z —1)/(z — &)]". La fonction w*(2) est analytique et uni- 
voque dans D* (compte tenu de la coupure) et la fonction w-(2) 
l’est dans D-. Ces fonctions sont continues partout sur le contour 
L, sauf au point #,. Soit 


Q(t) — ra = (t— 2). (1.44) 


Le rapport des valeurs limites à gauche et à droite est évidemment. 
al à 


(4 — 0) 925 

© = € TT, 1.45). 
Q(t + 0) 
Examinons le comportement des fonctions w+t(:) au voisinage du 
point {, (il suffit pour cela d'étudier la fonction (: — )"). Munis- 
sant le plan d’un repère polaire local de centre en ce point (pe — 
—= 2 —1), on trouve 


(2 — 1)" = erht-h) = bfe-BefBino+a), (1.46} 


On voit que pour « > 0 la fonction admet un zéro d'ordre « et 
pour « < O0 un pôle d'ordre —«. Pour x = 0 la fonction reste 
bornée, sans toutefois tendre vers une limite définie. 

Comme toujours, considérons tout d’abord le problème homo- 
gène 


D+(t) = G(t)D-(t). (1.47) 


Formons maintenant les fonctions w*(2) en partant de la valeur 
y déterminée par la formule 


st, co, 


1. 
2i G(h+0) Fee 


+) Le cas où le contour est un intervalle est examiné dans [14]. 
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Le choix de la branche appropriée du logarithme sera effectué 
plus bas. Passons à de nouvelles fonctions inconnues ©+(2) à 
l’aide des formules 


Di(z) = w<(z)DE (2). (1.49) 
Au lieu de la condition (1.47) nous obtenons 
Dit) = G;(t)®r (1), (1.50) 


où 
G(D = EG = MDG(E = (1 — 2) *G(. 
Prenant en considération (1.45) on peut montrer que le coeffi- 
cient G,(t) est partout une fonction continue. Ainsi, le problème 
de Riemann à coefficient discontinu s’est ramené à un problème 
à coefficient continu. Par conséquent, les fonctions ®Of(z) sont 
continues au voisinage du point { et les formules (1.49) permet- 
tent d'établir d'emblée leur type de singularité défini comme on 
a montré plus haut par la valeur «, i.e. par le choix de la branche 
du logarithme dans (1.48). Donc, pour le problème à coefficient 
discontinu on a une nouvelle indétermination, outre celle liée à 
la solution (1.41). Il est donc nécessaire de fixer d’avance l’ordre 
de la singularité au point de discontinuité du coefficient. Dans les 
problèmes ayant un sens physique la solution peut être ou bien 
bornée ou bien admettre une singularité dite d'ordre intégrable 
x (—1 < x < 0). 
Supposons que dépend d’un nombre entier x : 


rit, (1.51) 
2=i G(H+0)  2r 2= 


« = ——— 


où pe = G(t, — 0)/G(t + 0). Alors pour les solutions bornées 
x = [0/2+] et pour les solutions non bornées x = [6/2x] + 1, 
où le symbole [x] désigne le plus grand entier non supérieur à x. 
Voyons quel est l’indice du problème auxiliaire : 


Ind G;(t) = —-In Es = sul = ner x (1.52) 
2xi G(t, + 0) 

Le nombre obtenu + sera l’indice du problème initial de Riemann. 

Remarquons que dans le cas où « = 0, on a x = 0/2x+ et la solu- 

tion s’avère toujours bornée. 

Le cas du problème non homogène ne présente pas de diffi- 
culté. Nous servant à nouveau du changement (1.49) nous obte- 
nons la condition aux limites de Riemann avec un coefficient 
continu 


DÉ(E) = GOT (D + (1.53) 
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De la structure de la solution (1.41) (plus exactement de la 
forme de la fonction T(z2)) découlent directement les contraintes *) 
auxquelles doit satisfaire la fonction g(t). Supposons que la fonc- 
tion g(t) admet une singularité en des points autres que 4. Dans 
ce cas, en vertu des propriétés de l’intégrale de Cauchy, si la den- 
sité admet une discontinuité de première espèce, la solution aura 
une singularité logarithmique (cf. (1.23)), et si elle présente une 
singularité exponentielle, il en sera de même pour la solution. 
Si le point de discontinuité de la fonction g(t) est t,, la disconti- 
nuité de première espèce n’influe pas sur la solution; pour ce 
qui est de la singularité exponentielle, il y à superposition des 
singularités de la fonction ({—1{,)-", d’où la nécessité d’exiger 
que là singularité globale soit inférieure à 1. Remarquons que dans 
ce cas la solution ne sera jamais bornée. La théorie exposée plus 
haut se généralise facilement au cas de plusieurs points de discon- 
tinuité du coefficient G(t), les coupures devant être menées d’un 
point quelconque du domaine par chaque point de discontinuité 
du contour dans l'infini. Il est possible qu’en chaque point de dis- 
continuité les contraintes imposées à la solution soient différentes. 

Donnons la solution du problème aux limites pour un système 
de contours ouverts L,, L.,..., L, (que nous noterons L’'). Les 
extrémités des arcs dans le sens d'intégration seront désignées par 
a: et D (k = 1,2,...,n). Posons pour plus de simplicité le coef- 
ficient G(t) = c < 0. Passons du système L’ à un seul contour 
fermé en réunissant les points b, avec les points a,,, et b, avec a, 
(ce système de contours sera noté L’’). Calculons en tous les 
points a, et b, les rapports 


G(az — 0 et 1 : 
2Œ ND — 7 Y=——— — 2x + 1, 
G(ar + 0) c 2 
G(Èz — 0 ; 1 : i 
bn) CET, Ya = — — 4x — 18, 
G(bx + 0) 2 
__ Inlc 
Pr 27 


Les notations y; et x; se rapportent aux extrémités b.. 

Nous chercherons tout d’abord une solution non bornée aux 
extrémités. Dans ce cas x: = 0 et x; — 0. Il s’ensuit que y, — 
— — 1/2 + if, y; = — 1/2 — 16 et l'indice du problème est égal 
à n. Le coefficient du problème auxiliaire étant G,(t) = (t — 2)", 
la fonction canonique sera évidemment 


1) =1, XT(2) = (2 — 2)". 


*) Ces contraintes sont dues à des particularités des intégrales du type Caucbv. 
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La solution aura pour expression 


NS LC ————— 
IT (=) IL VE — a — Po) 
= — k1 


IL 7G-a6-0)) II +) (x—:) 
k=1 LE ns - 
id = — br 18 
n(a) 
ù n P,-1(2), (1.54) 
IL VE - &)G — bn) 
ki 


où P,-_,(z) est un polynôme de degré ñn — 1. Les radicaux figurant 
dans la formule ne sont pas des fonctions multivoques : grâce 
aux coupures que nous avons faites, ils sont ou bien des fonctions 
univoques ou bien des valeurs limites de fonctions univoques. 

Construisons maintenant une solution bornée en toutes les 
extrémités. Dans ce cas x; — —1, x; = 0, de sorte que l’indice 
est égal à —n. La solution correspondante est de la forme 


ñ PE 18 
®(2) = IT Es Œ— ae — à) x 


km 
X 7 —— <a (1.55) 
eh 
(=) VC — ax)(r — br) 
L’ 


L'indice étant négatif, le problème n’admet de solution que si 
sont vérifiées les conditions 


—— #99"  ;i-tq5 = 0 (j=1,2,.,n—1). (1.56) 
DT — LJS ——————__—_—_—————— 
es 
Kk1 


T — GE 


Montrons que les intégrales figurant dans (1.54) et (1.55) se 
calculent sous forme explicite, si g(t) est un polynôme de degré 
m, le même pour tous les contours. Ecrivons ces intégrales sous 
la forme 


= Li or, - 
dE \ XD — ©) (51) 
1. 


Considérons en outre l’intégrale 


) — 1 g(Ndt = 
Q(2) ESC Er D 9 (1.58) 
A 
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où À est l’ensemble de contours fermés A,, A,,..., A, sans points 
communs entre eux, englobant respectivement les contours L,, 
L;,..., L, (fig. 2). Le point z est supposé se trouver en dehors 

de ces contours. On 2 le 


développement 


e .9 


(1.59) 
oùg=n—p+m, et p 
est le nombre des extrémi- 
tés auxquelles la solution 
est bornée. 

Faisons tendre les con- 
tours A, vers les contours 
correspondants ZL,:; X(z2) 
tendra alors vers Æ+(t) ou 
X7(t) suivant le sens d’ap- 
proche du contour. On à 


Fig. 2. Système de coupures Lx et de contours évidemment le développe- 
fermés Avr. ment 


| «= \ 0  _y+ | —10 __y, (160) 
XD — 2) XX (DU — 2) X-(OU — :) 


Âg apbz KE 


Mais d’après la condition aux limites (1.28), X*(t) = cX-(t), aussi 
peut-on transformer (1.60) en 


20 gp = (1 — 0) À 0 à 
X+(D( — ©) X+(OU — :) 


Ax Le 


Ecrivons le résultat définitif 


I(z) = —— re ER Re |. (1.61) 
G—c) 


L'appareil ayant servi à la résolution du problème de Riemann 
permet de reconstituer dans le demi-plan la fonction analytique 
connaissant la valeur de sa partie réelle sur certaines portions de 
la frontière et celle de sa partie complexe sur les portions restan- 
tes. La formule correspondante dite formule de Keldych-Sédov à 
été obtenue d’une façon différente dans [43]. 
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4. Problème de factorisation. Méthode de Wiener-Hopf. Soit 
donnée dans le plan de la variable complexe : une fonction ®(:) 
analytique dans la bande y_ < Imz < y,. On demande de la 
représenter sous la forme 


D(z) = D,(2)0_(2), (1.62) 


où ®.,(2) et D_(:) sont des fonctions analytiques respectivement 
dans les demi-plans Im z > y- et Im : < y,. C’est le problème de 
factorisation. Dans une position plus générale, on demande de 
déterminer deux fonctions ®,(z) et ®_(:), analytiques respecti- 
vement dans les mêmes demi-plans et vérifiant dans la bande 
y_ < Im z < y, la relation 


A(2)®,(:) + B(2)®-(2) + C(:) = 0, (1.63) 


où A(z), B(:) et C(:) sont des fonctions données, analytiques 
dans la bande. Il est aisé de voir que pour C(2) = 0 nous avons 
la représentation (1.62) (avec des notations correspondantes). 

Nous aurons besoin de la proposition suivante. Soit F(:) une 
fonction analytique dans la bande, majorée par 


LF(x + 1y)| < C[z]"? (p > 0 pour x + _ Sas 
uniformément pour tous les y de la bande y_ + € < y < y, — 
U 


< 
(e>0). Dans ce cas pour tous les y de la bande y_ < c < < d . 
on a la représentation 


Fe) = F,(:) + F_(), (1.65) 
où la fonction F,(z) est analytique dans le demi-plan y > 7- et 
la fonction F'_(2), dans le demi-plan y < 7.. 


Pour le démontrer donnons-nous un À suffisamment grand et 
considérons l’intégrale de Cauchy 


A+ic A+id 
1 FO F(Ù 
F(2) = _ 7 dt Sue À dt + 

— A+ic AU 

— A+id — A+ic 
1 ({ F04,1 ( ro 
pe \ LEE \ me (00) 

A+id — A+id 


I découle de la majoration (1.64) qu’avec l’accroissement de À 
les intégrales étendues aux parties verticales tendent vers zéro 
et à la limite nous obtenons la représentation cherchée 


+oo+ic —-o+id 
F(:) = — \ FO g + \ D a=F,(2)+F.(2), (167) 
27i es 27i t—:= 
— oO+ic +oo+id 


vu que c et d peuvent être quelconques. 
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Supposons maintenant que la fonction ©(z) à factoriser 
n’admet pas de zéros dans la bande y_ < Im 2 < y, et tend vers 
1 lorsque x -> co. Dans ce cas, chacune des fonctions ®,(z2) et 
®_(z) n’admettra pas de zéros et c’est pourquoi l’on peut prendre 
le logarithme de 12 relation (1.62) : 


In @(z) = In ®.(z) + In ®_(2). (1.68) 


La fonction F(:) = In D(z) vérifie la condition (1.64) de sorte que 
le dernier problème se laisse toujours résoudre à l’aide de la 
représentation (1.67). 
On 2 en définitive 
D(z) = eF+teF-U), (1.69) 


Dans le cas où la fonction ®(z) admet des zéros dans la bande 
d’analyticité*), on passera à une nouvelle fonction 


= lQ(: 
®,(2) — ne; 
He-:)" 


CES | 

où z, et «, sont les zéros et leurs multiplicités dans la bande, 
N, < N, N étant le nombre global de zéros, b > max(y,, y-). 
La présence d’un facteur au numérateur de (1.70) s’explique par 
la nécessité de conférer à la fonction auxiliaire à l’infini le carac- 
tère voulu. 

Revenons à la relation (1.63) et décomposons**) dans la même 
bande le rapport 4/B en facteurs L, et 1/L_. Représentons (1.63) 
sous la forme 


L,(2)0.,(2) + L_(2)0-(2) + L_(2)C(2)/B(z) = 0. (1.71) 


L'expression L_(:)C(2)/B(z) peut en vertu de (1.67) être représen- 
tée comme 


(1.70) 


E (2) + E-_(2), 


où E,(:) et E-_(:) sont des fonctions analytiques pour y > 7- et 
y << Y+ respectivement. Compte tenu de la représentation précé- 
dente, (1.71) s'écrit 


L,(2)0,4(2) + E;(z) = — L_(2)0_(2) — E-_(:). (1.72) 

Il ressort du théorème généralisé de Liouville que les premier 

et second membres de (1.72) sont un même polynôme de degré n. 
La méthode générale de factorisation bien que, comme on à 


établi plus haut, en principe applicable, conduit souvent à des 
résultats très complexes. Toutefois, dans certains cas, lorsque la 


*) Le procédé de factorisation employé voulait qu’on suppose l'absence de zéros. 
**) Cette procédure, différente d’une factorisation ordinaire uniquement par sa 
notation, sera de mème appelée factorisation. 
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fonction initiale est relativement simple, la factorisation est intui- 
tivement claire. Ces méthodes intuitives ont servi de base à l’éla- 
boration d’algorithmes efficaces de factorisation approchée, mais 
explicite. Le procédé nécessite de remplacer les coefficients ini- 
tiaux par des polynômes dûment choisis. 

La factorisation peut s'imposer lors de la résolution, par la 
méthode des transformations intégrales, de certains problèmes aux 
limites de physique mathématique dans le demi-plan, où les condi- 
tions aux limites sont différentes sur différentes parties de la 
frontière. Cette méthode est efficace pour la résolution d’une classe 
d'équations intégrales dites équations de Wiener-Hopf (cf. $4). 


5. Applications conformes. Soient dans le plan de la variable 
complexe : un domaine D et dans le plan d’une autre variable 
complexe, &, un domaine D*. Si une fonction analytique & = w(2), 
univoque dans D, réalise une application de D dans D*, on dit 
qu’elle réalise une application conforme du domaine D dans le 
domaine D*. Nous désignerons l’application inverse par z = g(&). 
Le qualificatif « conforme » se justifie par le fait que l’application 
transforme tout cercle de petit rayon en un cercle (aux infini- 
ment petits d’ordre supérieur près). De plus, aux points intérieurs 
elle conserve les angles orientés. 

La condition d’univocité entraine que «'(z) # 0. 

B. Riemann [54] a démontré que pour deux domaines uni- 
connexes quelconques, qui ne sont ni un plan entier ni un plan 
privé d’un point, il existe une fonction donnant une application bi- 
univoque. Cette fonction est déterminée à trois paramètres réels près. 

Dans le cas de domaines multiplement connexes on affirme ce 
qui suit. Pour qu’une application existe, il faut premièrement que 
les connexités de domaines soient les mêmes et secondement 
que soient réalisées certaines relations géométriques. Tout domaine 
biconnexe, par exemple, s’applique dans une couronne et le rap- 
port des rayons des cercles de la couronne ne peut pas être arbi- 
traire, mais bien déterminé. 

Les applications conformes jouent un rôle important dans la 
résolution des problèmes harmoniques bidimensionnels puisque 
l'équation de Laplace est invariante par l’application conforme. 
L'application conforme est au fond l'écriture sous forme complexe 
d’un repère curviligne dans le plan x, y (2 = x + 17), dans lequel 
le domaine D se transforme en un domaine D*. Pour un tel chan- 
gement de variables l'équation doit, en général, se transformer, 
mais dans l’application conforme elle reste inchangée dans les 
coordonnées uw, © (% —= u + 1v). En effet, supposons que (2) 
soit harmonique dans le domaine D. Donnons-nous une fonction 
f() dont la partie réelle est la fonction u(:). La fonction f[g(t)] 
est alors analytique dans le plan de & et Ref[g(t)] = Re F() = 
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= U(C) = u[g(£)] est harmonique dans D*. Ce fait est mis à 
profit pour la résolution des problèmes aux limites. On applique 
le domaine initial sur un disque (ou un plan comportant une 
ouverture circulaire) ou bien un demi-plan pour lesquels sont 
connues les solutions des problèmes harmoniques correspondants. 

On montrera dans la suite que dans le cas du problème plan 
de l’élasticité et du problème de flexion des lames, par exemple, 
l'appareil des applications conformes s’avère moins efficace. En 
effet, l'équation biharmonique à laquelle se ramènent ces proble- 
mes n’est déjà plus invariante par rapport à l’application conforme 
et le changement de variables complique beaucoup sa structure. 
On réussit toutefois à obtenir dans ce cas des solutions effectives, 
lorsque la fonction d’application est un polynôme ou une fonction 
homographique en général, ceci grâce à la propriété suivante de 
l'intégrale du type Cauchy prise sur un cercle (le cas du demi-plan 
est considéré de façon analogue). Supposons que f(-+) est une fonc- 
tion donnée sur un contour et qu’elle représente la valeur limite 
d’une fonction que nous noterons f(:), analytique à l’intérieur de 
L par exemple. Le théorème intégral de Cauchy nous dit que 


\ 2e = f(:) (z est intérieur à L), 


2ri \Tr —:= 
: ms (1.73) 
Eee = 0 (2: est extérieur à L). 
TA | = —= 
Considérons l'intégrale du type Cauchy 
Le | IQ 4. (1.74) 
27i \T —2 


L 

Si le contour L est arbitraire, il est difficile en général d’affirmer 
quoi que ce soit au sujet des propriétés de la fonction f(-) (on ne 
peut pas dire si la fonction dont elle est la valeur limite est ana- 
lytique à l’extérieur ou à l’intérieur de ZL). Cependant dans le 
cas où Z est un cercle le problème se résout de façon assez simple 
à l’aide des raisonnements suivants. 

La fonction f(:) en tant que fonction analytique dans le disque 


peut être développée en série f(:)= Ÿ a,2° d’où f(t) = Ÿ, at”. Soit 
ñ m0 n=0 
maintenant f,(:)= Ÿ 4: =) une fonction analytique en dehors 
n =] E: 


du disque, R est le rayon du cercle. Sur le contour L elle admet 


la valeur Ÿ à,f" qui se confond avec f({) — à. On a ainsi montré 


fi 
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que la fonction f(t) — à, est valeur limite d’une fonction analyti- 
que en dehors du contour. Ceci étant, on obtient 


& (ze D*), 


Es = | (1.75) 


FU F(Æ) 0 (2€ D-). 


Le cas où la densité est la valeur limite d’une fonction analyti- 
que en dehors du contour se traite de façon analogue. 

Arrêtons-nous sur la question de la construction des applica- 
tions conformes, nous occupant surtout du cas où l’application est 
un polynôme (ou une fonction homographique), du fait de leur 
importance pour le problème plan de la théorie de l’élasticité. 

En principe, on sait construire l’expression explicite d’applica- 
tions pour les domaines délimités par des arcs de cercle et des 
segments de droite (formules de Christoffel-Schwarz [29]). Donnons 
celles-ci pour le cas d’un domaine représentant l’extérieur d’un 
polygone à angles aux sommets ax, 0 < a << 2, k = 1, 2,...,n, 
sur lequel est appliqué l’extérieur d’un disque : 


»3 
æ 


Ï() = e| (5 — a)a-t(z — a.)ja-t ...(2 — as + d. (1.76) 


% est un point arbitraire pris sur le cercle (z, = 1 pour un cercle 
de rayon unité), les constantes c et d caractérisent les dimensions 
du polygone et sa situation dans le plan, les points a, G,...,4, 
sont situés sur le cercle et correspondent aux sommets du poly- 
gone. En général, ils sont déterminés à partir d'équations transcen- 
dantes et leur disposition dépend du rapport des côtés du polygone. 
Le choix direct de ces points peut s’avérer satisfaisant lors d’une 
réalisation numérique concrète. 

Comme il est montré dans la suite (ch. V), l'appareil des appli- 
cations conformes s’avère efficace pour la résolution du problème 
plan de la théorie de l’élasticité lorsque la fonction est homogra- 
phique. Aussi est-il utile, quitte à introduire une certaine erreur, 
d'obtenir l'application conforme approchée de classe voulue à 
partir du développement en série de la représentation (1.76) [90]. 

L'égalité « + &s + ... + «, = n + 2 nous permet de rame- 
ner (1.76) à la forme 


ft) = A 5 (: ” F5 (1 - =)" æ + d. 
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Comme |a,| = 1 et |2| > 1, développant la fonction sous l'inté- 
grale en série suivant les puissances négatives et intégrant, nous 
obtenons la représentation 


fe) = 0 dudue Heat de ines 
Fes + pe 2 (1.75) 


les constantes b, dépendent de façon définie des a,. 
L'univocité de l’application implique l'égalité 


(ay — 1) & + (te — 1) ao +... + (as — 1) a, = 0 


qui impose une certaine restriction à la disposition des points a,. 

Considérons le cas d’une application effectuée sur un rectangle. 
Par raison de symétrie, les coordonnées des points Mr Ax Ag Au 
sont déterminées par les relations a, — ee", a, —et2-#"i, q,= en+hmi 
as = e1-i, où le paramètre À dépend du rapport des côtés du 
polygone. Il est évident que tous les angles «; — 3/2. Donnons 
l’expression de la fonction f(2) : 


— aÿ 2 — a? — 
fe) = ch + 1 Ga ,@-a6G-2 1 , 


2 = 24 = 80 = 
5(at + at) — 4(a® + &) —2 1 : 
+ —— © —— + ... 1.78 


où a —= ei, 

Aux différentes valeurs de k correspondront des rectangles à 
différents rapports de côtés. Pour k = 5/36, par exemple, le rap- 
port des côtés est égal à 5. A la valeur Æ = 1/4 correspond un 
carré. Dans ce cas (1.78) prend la forme 


JE mm 0e + en tee) (1.:8") 


Voyons comment les propriétés extrémales des applications 
conformes sont mises à profit pour leur construction [39]. 

Soit f(z) une fonction analytique univoque dans un disque de 
rayon R : 


JG) = ao + 2 + ak? + (1.19) 


Cette fonction applique le disque dans un domaine simplement 
connexe dont l’aire est donnée par l'intégrale 


PE \s'efGie dy. 


D 
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A l’aide de (1.79) nous obtenons 


I=7rÆl|af +r Ÿ n |a,|°R°?". 


On voit que la plus petite surface du domaine transformé est 
fournie par celle des fonctions du type (1.79) dont tous les a, — 0 
(n > 2) (pour a, fixe). On en tire la démonstration du principe 
extrémal. Supposons qu’un domaine D soit appliqué sur un 
domaine D’ par une fonction f(z). Réalisons cette application en 
deux étapes. Appliquons tout d’abord le domaine D sur un disque 
et ensuite ce disque sur le domaine D’. On a établi plus haut que 
la dernière application ne peut qu’accroitre la surface. Donc, le 
principe extrémal pour les applications s'exprime par la minima- 
lité de l'intégrale I. On formule le principe extrémal d’une autre 
façon. La fonction réalisant l’application du domaine sur un disque 
se caractérise par la minimalité de l'intégrale 


= | Lf'(e)I ds (1.80) 


déterminant le périmètre de la frontière du domaine. 

Ces principes extrémaux sont à la base d’un nombre de métho- 
des approchées effectives servant à la construction pratique des 
applications conformes. La fonction d’application est cherchee 
par exemple sous la forme de polynômes. Le plus commode est 
d'utiliser des polynômes orthogonaux sur un contour ou un 
domaine. 

Certaines méthodes [111] sont basées sur la représentation des 
applications par des tronçons d’une série de puissances ou d’une 
série de Laurent (si le domaine est multiplement connexe). Diffé- 
rentes recommandations sont données au sujet de la détermina- 
tion des coefficients. On peut procéder par approximations succes- 
sives à partir d’une correspondance qu’on se donne entre les points 
des contours du domaine initial et ceux de l’image. Si les séries 
sont à exposant élevé, on veillera à ce que l'application reste 
biunivoque (condition de la non-nullité de la dérivée), condition 
qui n’est pas toujours respectée. 

Si, enfin, le domaine est délimité par des contours non regu- 
liers, la recherche de l’application est liée à des difficultés com- 
plémentaires lorsqu'il s’agit de préserver les points anguleux. On 
a étudié une classe de domaines non réguliers [48] admettant une 
application suffisamment bonne à l’aide d’une fonction qu’on 
prend sous la forme du rapport 


u(z) = w(2)/w:(5), (1.81) 
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où la fonction «.,(:) est prise sous la forme de z ou z*/(: — ia) et 
la fonction «w.(:), sous la forme de 1(z — ic) ou 1(2*/(z — ic) —ic) 
pour des paramètres numériques choisis de façon appropriée. 
Notons que ces fonctions d’application permettent de résoudre 
nombre de problèmes plans de l’élasticité sous forme explicite. 


$ 2. Equations intégrales de Fredholm 


Considérons une équation intégrale de Fredholm de deuxième 
espèce en nous limitant pour plus de simplicité au cas unidimen- 


sionnel : 
b 


(2) — ALT y) lu) dy = F(a), (2.1) 
où À est un paramètre auxiliaire, qui dans chaque cas concret 
prend telle ou telle valeur. Supposons le noyau Æ(zx, y) intégrable 
en y et en x dans le carré a < x < b, a < y < b, Fr) est une 
fonction donnée. 


Nous chercherons la solution de l’équation (2.1) sous forme 

de la série 
P(Z) = po) + Aix) + Mo) +... (2.2) 
Admettant que la série (2.2) converge uniformément pour 
certaines valeurs du paramètre À, on peut la porter dans l’équa- 
tion (2.1) et, intervertissant l’ordre de sommation et d’intégration, 
obtenir (en égalant les expressions des mêmes puissances de À) 


un système de relations de récurrence 
b 


az) = \&er p)oatydy (= 1, 2...) 


(2.3) 
Polr) = F(x). 


Supposons réalisées les inégalites |k(x, y)| < À et |F(x)| < M. 
Des relations (2.3) découle alors que la solution est majorée par 
la série 


MS [à|"(b — a)" 4. 


k=0O 
La série (2.2) converge par conséquent à condition que 
[A] < 1/4(b — a). (2.4) 


Ainsi donc, la série (2.2) avec les relations (2.3) et la condition 
(2.4) représente la solution cherchée. Il sera montré cependant 
que la série (2.2) fournit une solution pour des valeurs beaucoup 
plus élevées de 2. 
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Les relations (2.3) permettent de transcrire la série (2.2) sous 
la forme 
b b 


p(x) = F(x) + [| k(x, y) F(y)dy + aLe y) F(y)dy + | 


(2.5) 
où 
b 
(a, 9) = \xez 1) Hana, gd (n = 2, 3,...) 
k(x, y) = À, y). 
Les expressions k,(x, y) sont dites noyaux itérés. 
On voit sans peine que 
b 
Enen(2,9) = (62, 0 Rats pdt (2.5°) 


Si la condition (2.4) est vérifiée, la série 
k,(x, y) + Aka, y) + Mk(z, y) +... (2.6) 
converge ; nous la noterons l'(x, y, À) et appellerons résolvante. 
La solution cherchée pourra maintenant être représentée sous la 


forme 
d 


glz) = F(x) +a| (x, y, À) F(y)dy. (2.7) 


Faisons quelques transformations 
b 


T'{æ, 9,h) = K(æ, y) + QUE 4) Est, y) dt + 
HaÂ a, At, y)dt + … = 


bd 
= k(z, y) + QUE ë) Ait, 9) + Alt, 9) + ..] = 


b 
— k(z, y) +aÂue, t) l'(6, y, À) dt. 
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Sautant les étapes intermédiaires nous parvenons à l'équation dite 
équation fonctionnelle de la résolvante 


bd 
(x, 9, À) = À(æ, 9) + 22, D (ty, dt. (2.8) 


On peut montrer que la résolvante a également pour l’équation 
b 
T(z, y, À) = H{œ,9) + k(t, y) Ty, #, Ad. (2.9) 


Lorsque la condition (2.4) est vérifiée, la résolvante est une 
fonction analytique de À dans le disque |À| < 1/A(b — a). Les 
relations (2.8) et (2.9) permettent de définir la résolvante dans le 
per tout entier, à l'exception peut-être en quelques points 
isolés. 

Supposons qu’il existe une fonction [L'(x, 7y,A) vérifiant (2.8) 
et (2.9). Montrons que la solution de l’équation (2.1) peut alors 
être représentée sous la forme (2.7). Afin de le démontrer, multi- 
plions les deux membres de l'équation (2.1) par AT (y, x, À) et 
intégrons par rapport à x. Changeant l’ordre d'intégration dans 
l'intégrale multiple et utilisant (2.9) nous retrouvons la représen- 
tation (2.7). Il est facile de montrer que la fonction (x) ainsi 
déterminée est bien la solution de l’équation (2.1). Portant (2.7 
dans l'équation (2.1) et utilisant l’équation (2.8) nous obtenons 
une identité. 

On à établi [30] que la résolvante l(x, y, À) peut être repre- 
sentée sous la forme du rapport de deux fonctions entières (en 
paramètre À) 


D(x, y, à) | 


T'(zx, Y) À) m7 D() 


(2.10) 


admettant les développements suivants : 


Ds, y, À =Y dn(z, y) (ds, y) = Hz, y) (211) 


M 0 
D(D = Ÿ dx" (do = 1). (2.12) 
m0 


Les expressions des coefficients sont assez volumineuses, mais 
on arrive à leur donner une forme concise en les écrivant sous 
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forme d’intégrales de certains déterminants 
bd bd 


Ro CA. | \z(? Pas ++. Tms s Jenraes du, 


TL, To) ee, Lino Y 


ee 
b 
= at \e( Pare varier, ae 
m | A D | 
ea 
où KE Teens 2 


| désigne le déterminant 

V3 Yo» ..) VE 

ALICE k(t;, Ye) ... KT, V3) 
k(Z:, V2) k(dos Ye) ... K(Tes Ya) |. 


k(z,, Y) k(x,, Yo) see 1€ 2 Ya) ' 
On a évidemment 
b 


- cts dx (2.13) 


dn+1 = — 
et 


b 
D'(X) = — \ 22, x, r)dt. 


Divisant l’égalité précédente par D(À) on obtient l’identité (moyen- 
nant la représentation (2.6) de la résolvante) 


b b 
DO | r(z,x, À dr = — ÿ N'\E,(x, z)dx — 
D(:) n=0 


= —$S Xe. (2.14) 


ñ=0 


On à noté plus haut que la résolvante existe pour |A] suffisam- 
ment petits et qu’elle est une fonction méromorphe dans le plan 
tout entier (si elle existe). Donc elle existe dans le plan tout 
entier, à l’exception des zéros de la fonction D(À). S’il en est 
ainsi, l'équation (2.1) admet toujours une solution, en dehors des 
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zéros, quel que soit son second membre.Remarquons que le déve- 
loppement (2.2) converge jusqu’au pôle le plus petit en valeur 
absolue de la résolvante. Il serait intéressant d’étudier le compor- 
tement de la résolvante dans le voisinage des zéros de D(à). Ces 
points sont les points du spectre de l'équation intégrale. D(à) 
étant une fonction entière, seul un nombre fini de ses zéros peut 
se trouver dans une partie finie du plan. Soit À, un zéro de multi- 
plicité r. La résolvante admet alors dans le voisinage du point 
à le développement 


INE 2 UE À) = NS à) —— 
a_r(x, ÿ) d_r+1(xX. U) t = i 
= © + —_——— + ... . aix, À — : 2.15 
Tee ET +> (T, 7) ho) ( ) 


Portons la série (2.15) dans l’équation fonctionnelle (2.8) et 
multiplions-la successivement par (À — À)”, où n = 7r, r —1,..., 
posant À — À,. On obtient ce cas pour n =7r, r —1: 


a_{®, 9) = |; Da, (t, y)dt, (2.16) 
bd 
at, y) — ED = | kHz, Da-slty)dt.  (2.16") 


Par conséquent, le coefficient a_,(x, y) en tant que fonction 
de x (pour une valeur fixée arbitraire de y considéré comme 
paramètre) est solution de l'équation homogène 


b 


g(z) =x| Ex, yo(y) dy. (217) 


Les solutions non triviales de l'équation homogène pour une 
valeur donnée du paramètre À, sont dites fonctions propres asso- 
ciées à la valeur propre (au pôle) À. 

Répétant les raisonnements précédents pour l'équation (2.9) 
nous obtenons une relation analogue à (2.16) : 


b 


gx) = Mk z)Y(y)dy. (2.18) 
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Cette équation est dite transposée ou associée à l’équation 
(2.1). H1 est aisé de voir que la résolvante de l'équation associée 
s'obtient de la résolvante de l'équation initiale par permutation 
des arguments x et y; aussi ont-elles un même déterminant de 
Fredholm et donc des pôles identiques. 

Démontrons qu’à une même valeur propre peut correspondre 
un nombre fini de fonctions propres linéairement indépendantes. 
Soient @;, p2,...?m des fonctions propres orthonormées, corres- 
pondant à la valeur X- Nous avons alors 

b 


= \ Ex, y) oŸ(y) dy. (2.19) 


IE 
lo 
Le second membre de cette équation est le coefficient de Fourier 


du noyau k(zx, y) considéré comme une fonction de l’argument y 
par rapport au système ®;, de sorte que l'inégalité de Bessel 


entraine l'inégalité 
m pr 2 . 
L () < \ #6; y) dy. 
fm] 0 


Intégrons les deux membres de cette inégalité par rapport à x: 
b b 


< \\ L“(x, y) dx dy < co. 


a «@ 


m 
À 


otu 


Démontrons que le nombre de fonctions propres des équa- 
tions initiale et associée est le même. Soit comme auparavant m 
le nombre de fonctions propres orthonormées +, de l’équation 
initiale et x le nombre de fonctions propres Ÿ, de l’équation asso- 
ciée, et soit n > m. 

Considérons deux équations, également associées, 


b 
pla) = | De, n — S sww}ena, (220 


b 


ba) = | [a 2) — À #()gf(e) |unay (2.21) 


j=1 


Montrons que l'équation (2.20) n’admet pas de fonctions pro- 
pres. Dans ce but multiplions-la par chacune des fonctions 4, 
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(j<m) et intégrons par rapport à x. On à 
b 


\ srta)ote) dr =0 (j=1,2,...,m). (2.22) 


Par conséquent, toute solution de l’équation (2.20) sera solution 
de l’équation homogène (2.1), puisque les intégrales des sommes 
figurant dans (2.20) sont nulles. Mais alors la solution devra être 


représentable sous la forme o(x) = Ÿ c;o;(x). Multipliant les 
1 


1 
deux membres de cette égalité par une fonction o;(x) et intégrant 
par rapport à æ nous obtenons 
b 


b 
| stagttar =Y cÀ '(aet(a)dr (E—1,2,..4m). (2.23) 


J=1 
a 


Donc c; = 0 pour À = 1, 2,...,m et le résultat cherché est établi. 
L'équation (2.21) ne devrait pas admettre de fonctions propres 
comme équation associée. Par substitution directe on s'assure 
que les fonctions d}(x), ñn>7 >m, sont solutions de l'équation 
(2.21). Par conséquent, il y a contradiction et m = n. 

Considérons une équation avec second membre de noyau iden- 
tique à celui de l’équation (2.20) : 

b 


o(z) = | [Aa n—Y ste; |et du + F(a). (2.24) 
Jul 


Comme À, n’est pas valeur propre de cette équation, celle-ci 
admet une solution pour un second membre arbitraire. Multipliant 
le premier et le second membre de (2.24) par l’une quelconque des 
fonctions L(x) et intégrant, nous obtenons l’égalite 


b b 
à \ pé(æ)o(x) dx = \ V*(z)F(x) az. 


Exigeant en outre que soient vérifiées les conditions 


b 
\ dé(z)F(æ)dz = 0 (k —1,2,...,m), (2.25) 


on obtient que les équations (2.1) et (2.24) se confondent. Nous 
avons établi par là même la nécessité des conditions (2.25) pour 
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la résolubilité de l'équation associée à une valeur propre. Démon- 
trons maintenant qu’elles sont des conditions suffisantes. Multi- 
plions l’équation (2.1) par l’une quelconque des fonctions (x) 
et intégrons par rapport à æ. Intervertissant l’ordre d’intégration 
nous retrouvons les relations (2.25). 

Montrons que ces conditions sont valides également pour 
chaque fonction de la série (2.2). En effet, pour la fonction 
p,(z) par exemple, nous avons 


b b b 
| MODO | d(a)| aU)E(æ, 9) dy de = 


b 
= | dé(wouts) &y = 0, eutz) = F(a); (2257 


l’assertion se démontre par récurrence. 

Il est naturel de chercher la solution des équations avec second 
membre associées à leurs valeurs propres comme la somme d’une 
solution particulière et des fonctions propres multipliées par des 
coefficients arbitraires. 

Dans tous les raisonnements précédents le noyau (zx, y) est 
supposé borné. La théorie analytique de la résolvante se généra- 
lise également au cas où les noyaux admettent une singularité 
faible. Ceci s’atteint par passage à l’équation équivalente 


p(z) —X \ rs; y)o(y)dy = po(z) + APT) +... HAT pu-a(z), 


où k,(z, y) est un noyau itéré (cf. (2.5)) et n un nombre choisi de 
façon que ce noyau soit continu. 

Voyons quelles sont les propriétés des solutions des équations 
intégrales. Le noyau (x, y) est partout continu, i.e. pour tout 
ce > 0 donné on peut trouver un à > 0 tel que 

b 


\ Ha y) — k(zas Y)|dy < € 


pour |æ, — x,| << Ô. Nous supposerons en outre 
b 


\1xte, y)[?dy < A. 
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On peut alors affirmer que toute solution de l'équation (bien 
entendu, à noyau de carré intégrable) est continue si son terme 
constant est continu. 

En effet, toute solution d’une telle équation est bornée, puisque 


b b 
1/2 1/2 
max|o(x)| < max|f(x)| + [\ 2e, pay | (\reoray) . 


Considérons la différence 
b 


| g(21) — P(xe)| = À ES y) — K(r, pet dy 


o(x) étant bornée et le noyau k(zx, y) partout continu, le second 
membre tend vers zéro lorsque zx, — x,, d’où ressort la continuité 
de la solution. 

En particulier, la continuité des fonctions propres en découle 
également. 

Comme on a noté plus haut, les équations intégrales à singu- 
larité faible peuvent être ramenées par itération à des équations 
à noyaux continus, ce qui permet d'étendre à ces équations les 
résultats exposés ci-dessus. 

Nous supposerons maintenant les noyaux des équations inté- 
grales symétriques, k(x, y) = k(y, x). Tous les noyaux itérés seront 
alors symétriques. Démontrons qu'ils sont différents de zéro. 
Admettons qu’un quelconque des noyaux itérés s’annule. Dans 
ce cas tous les noyaux qui suivent sont nuls. Soit k.,(x, y) le pre- 
mier noyau itéré d’indice pair identiquement nul. De la formule 
(2.5’) il vient 


b b 
ka(z, 2)= \ B(a, VE (y, 2)dy = \#3t= y)dy. (2.26) 


Par conséquent, le noyau k, (x, y) est également nul, contraire- 
ment à la définition du noyau k.,(x, y) (cf. (2.5°)). 

Donnons la démonstration de l’orthogonalité des fonctions 
propres associées à différentes valeurs propres. Soient À, et À 
des valeurs propres, ®,(x) et ow.(x) les fonctions propres correspon- 
dantes : 


b b 
P1 (T) = #s Y)p(Y)d7, AT) — AU Y)PY) dy. 
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Multiplions la première équation par 9.(x)/X, et la seconde par 
®.(%)/À», retranchons l’une de l’autre et intégrons la différence par 
rapport à æ de a à b. Changeant l’ordre d'intégration dans le 
second membre nous obtenons notre assertion. 

Démontrons que les équations symétriques ne peuvent pas 
admettre de valeurs propres complexes. Admettons le contraire : 
soit À, une valeur propre complexe, w,(x) la fonction propre com- 
plexe correspondante. Dans ce cas le nombre ), et la fonction 
®,(z) seront respectivement valeur propre et fonction propre de 
la même équation. En vertu de l’orthogonalité des fonctions pro- 
pres On à 


b b 
\ nlr)ate) dx =| Pr 


Montrons maintenant que dans le cas d'équations symétriques (à 
noyau de carré sommable) la série (2.11) diverge à partir d’une 
certaine valeur de À (cette valeur sera précisée plus bas), entrai- 
nant la divergence de la série de la résolvante. En vertu de l’iné- 
galité de Schwarz pour n arbitraire nous obtenons 


bb 


2 
[ | k,-1(r, Y)Kn+1(2 Y) dry | < 


a a 


b b b 
< \ 11, par dy|\ ne. pdrdy. (227 


CLS EX. 


Utilisons ensuite la formule (2.5’) tout en tenant compte de la 
symétrie du noyau k(x, y) et de tous les noyaux itérés 


b b bd 


À Kkon(T; T) az] < \ ea, x) ar raetr r)dx (2.28) 


a a a 
ou bien 
Un € Uon=Uonto. (2.28') 


Puisqu’aucun des noyaux itérés ne s’annule, l'inégalité (2.28') 
peut être récrite sous la forme 


Usn+s > Un , (2.28”') 
Usn Usn_3 
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d’où l'inégalité 
Unie > nu: (2.29) 
Un Ua 
qui permet d'affirmer que déjà pour |A|> Vu:fu, la série (2.14) 
diverge. 

On à démontré que les équations intégrales symétriques admet- 
tent au moins une valeur propre. Maintenant il est facile de 
démontrer que si le noyau est dégénéré, il est représentable sous la 
forme de la série 


ne G), 
kon] À 


où À sont des valeurs propres et w.(x) les fonctions propres cor- 
respondantes. Dans le cas général le spectre (l’ensemble des va- 
leurs propres) de l’équation est illimité, son point de condensation 
étant décalé vers l’infini. 

La structure des expressions de la résolvante (formules (2.11) 
et (2.12) par exemple) nous incite à penser que sa construction 
est pratiquement impossible. Aussi vaut-il mieux construire la 
solution directement à partir de la série (2.2) (c’est-à-dire par la 
méthode des approximations successives). Dans le cas où [A| < 
< |%0] (0 étant la valeur propre la plus petite en valeur absolue), 
la série (2.2) est convergente. Il est intéressant de traiter les 
problèmes pour lesquels la valeur concrète de À est située sur le 
cercle de convergence de la résolvante (| A| = |À,|). Dans ce cas 
la serie (2.2) peut s’avérer divergente. Il existe différents procédés 
de construction des représentations convergentes de la solution 
[39, 47]. Décrivons l’un d’eux connu sous le nom de méthode 
d'élimination du pôle de la résolvante par multiplication. Pour 
fixer les idées, nous supposerons que la solution se cherche 
pour À — —1, et que le point À = 1 est le pôle de la résolvante 
le plus petit en valeur absolue et, d'autre part, un pôle du premier 
ordre. 

Examinons le produit (À — 1)['(x, y, À). Le pôle au point 
À — 1 étant simple, ce produit et par conséquent le produit 
(À — l)o(z) se trouveront être convergents pour |[A|>œ1+e(e>0 
< un nombre). Le développement de (ÀA—1l)o(zxz) en série entière 
s'écrit 

(À — 1)o(x) = —P0+ (Po — P1)À + (pa — Pa)A? + ... (2.30) 


Posant dans (2.30) À = —1 nous trouvons pour la solution la 
série convergente suivante : 


?=— [eo + (go — mm) — +...) (231) 
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Si le pôle de la résolvante est situé au point À = —1 et La solution 
se cherche pour À = 1, c’est La série 


D {9 + (Po + Pa) + (Pa + Pa) + ...] (2.31") 


qui sera convergente. 

Notons une conséquence qu'on tire des représentations (2.31) 
et (2.31°) [5]. Comme la série (2.31) converge, ses termes doivent 
à la limite tendre vers zéro. Dans ce cas, compte tenu de (2.3), 
nous obtenons que la fonction limite 


p*(x) = limo,(x) 
vérifie également l’équation intégrale 


b 
p*{E) = \ ke y)e*(y) dy, 


donc est la fonction propre de l’équation (2.1) pour À = 1. 
De façon analogue, la convergence de la série (2.31°) nous 
amène à l'équation 


b 
p*(x) nu —\xe, y)o*(y) dy, 


et la fonction limite o*(x) est la fonction propre de l’équation 
(2.1) pour À = —I1. 

Résumons : lorsque les équations intégrales admettent aux 
points +1 les pôles de plus petites valeurs absolues, la méthode 
des approximations successives nous conduit à la construction des 
fonctions propres. 

Arrêtons-nous sur la résolution des équations intégrales quand 
à est une valeur propre (on dit que les équations ont pour solutions 
le spectre de leurs valeurs propres). Il faut tout d’abord calculer 
les fonctions propres de l’équation associée et ensuite s’assurer 
que les conditions (2.25) sont. vérifiées. Le premier problème 
s'avère être très complexe, puisqu'il est pratiquement impossible 
d'utiliser la formule (2.25). 

Cependant, même si les conditions de résolubilité sont éta- 
blies, la réalisation numérique de la méthode des approximations 
successives est en général liée à de grandes difficultés. La méthode 
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de réalisation introduit une erreur (erreur des formules d’intégra- 
tion) qui fait qu’en général la condition (2.25) et les conditions 
auxiliaires (2.25’) ne sont pas vérifiées. Il ne serait pas difficile 
d'éliminer l'instabilité (plus précisément, la divergence) engendrée 
par ce phénomène si en plus des fonctions propres de l'équation 
associée étaient connues les fonctions propres de l’équation ini- 
tiale. Il suffirait alors de passer à l’équation (2.24) et de la 
résoudre sans négliger les ajouts dûs aux termes 4f(x) o*(y). A 
strictement parler, ces ajouts sont nuls, alors qu’en réalité, vu 
l'erreur des formules d'intégration, ils ne seront pas nuls et con- 
duiront à un processus convergent. Il existe nombre de procédés 
permettant de passer, au compte de tels ou tels termes, vers les 
équations non « situées » sur le spectre et équivalentes aux équa- 
tions de départ, à condition de vérifier la contrainte (2.10). 

L'un de ces procédés consiste à introduire à chaque itération 
(y compris l’itération zéro) la correction suivante [84]. Après avoir 
déterminé la fonction w,(xz) conformément à (2.2) on trouve lés 
fonctions ©,,1(7) d’après la formule 


b 


ne \ st, y) dy. (2.32) 
Ici 
. bd 
(2) = qua) Ÿ, de) | d(Y)os() dy, (2.32) 
2 


Où %, (7 = 1, 2,...,k) est le système orthonormé complet des 
fonctions propres de l'équation associée. 

La projection orthogonale (effectuée à l’aide des formules 
(2.32’)) garantit que, pour des formules d'intégration utilisées, 
toutes les itérations +, et par conséquent la solution © elle-même 
vérifieront les conditions (2.25). A la différence du procédé exposé 
ci-dessus, il n’y aura pas d'écart progressif (croissant avec le 
nombre d’itérations) dans la réalisation des conditions d’orthogo- 
nalité. Aussi, pour une discrétisation appropriée d'intervalle 
d'intégration, l'erreur des calculs (celle des formules d'intégration 
et l’erreur de projection orthogonale) sera suffisamment petite et 
la convergence aura lieu. Puisqu’il est admis d’interpréter l’erreur 
des calculs comme l’erreur associée à la valeur du paramètre À, 
on peut affirmer que la convergence aura lieu jusqu’à la seconde 
valeur propre (en valeur absolue). 

Citons en conclusion le procédé direct bien qu’encombrant 
d'obtention d’une solution stable, qui se base sur la considéra- 
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tion de la série (2.2) en tant qu'asymptotique au sens suivant. 
Se donnant une somme finie des termes, par des calculs d’inté- 
gration de plus en plus exacts (en général grâce à une partition 
de plus en plus fine du domaine d'intégration) on cherche à 
obtenir que cette somme soit convergente. Avec l’augmentation du 
nombre de termes la précision des calculs augmente. 

Décrivons encore un procédé de résolution numérique des 
équations intégrales de Fredholm. Il est évident qu’on peut appro- 
cher l’intégrale entrant dans (2.1) par une somme finie moyennant 
telle ou telle formule d'intégration par quadratures. Partageons 
l'intervalle [a, b] en n parties par des points a = 2, æ, æ, ... 
ces Ta-] Tn = 0. Ceci permet de représenter l'intégrale figurant 
dans (2.1) sous la forme 


D Aik(x, Yr)o(Yx), (2.33) 
k=0 


où 4, sont des constantes déterminées par la formule d’intégra- 
tion et les longueurs l; — x;;, — x; des intervalles d'intégration. 
Si l’on choisit ces intervalles égaux et que l’on utilise la formule du 
rectangle, (2.33) devient 


b—a 


n 


D k(æ, yk)p(y). (2.34) 


Portant ensuite dans l’équation fonctionnelle obtenue les valeurs 
æ =; (3 —0,1,...,n — 1) nous aboutissons à un système d’équa- 
tions algébriques par rapport aux valeurs cherchées de la fonc- 
tion ©: 


or) — À Ÿ Aik(zs nov) = F(x)). (2.35) 
k=0 


D’autres approches conduisant à des systèmes d'équations 
algébriques sont également possibles. On peut, par exemple, 
supposer constante (ou variant d’une manière donnée) dans l’in- 
tervalle élémentaire seule la fonction o (y) et appliquer alors la 
formule d'intégration par quadratures au noyau. 

Il faudra toujours procéder de la sorte dans le cas où le noyau 
n’est pas borné (sinon le terme correspondant de la somme intégrale 
devient infini). Notons également que dans nombre d'équations 
intégrales jouant un rôle important en physique mathématique, 
les noyaux ne sont pas bornés et de plus admettent une intégration 
sous forme explicite. Il est rationnel alors de transformer l’équation 
intégrale à l’aide de la méthode dite d’abaissement de l’ordre de la 


4 


50 APPAREIL MATHÉMATIQUE DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITE (CH. I 


b 
singularité [40]. Admettons que \#ts y)dy = c et transformons 


(2.1) en l'équation fonctionnelle de la forme (ajoutant + o(x)) 
b 
G — en)e(e) — XÂKa, tels) — gta)dr = 0. (2.36) 


L'expression sous l’intégrale admettra maintenant une singularité 
d'ordre moindre (nous supposons o(x) de classe EH.-L.). La résolu- 
tion numérique sera désormais effectuée à partir de la forme (2.36). 

Il est démontré (cf. [39]) qu’avec la diminution des intervalles 
élémentaires, la méthode aux différences finies assure la conver- 
gence de la solution (l’ensemble des valeurs o(x;)) vers la solution 
exacte si l'équation n’a pas pour solutions le spectre de ses valeurs 
propres. Dans le cas contraire, si toutefois les fonctions propres de 
l'équation de départ et de son associée sont connues, il faut passer 
à l'équation équivalente (2.24) dont les solutions ne sont pas les 
valeurs propres. Dans un nombre de cas ce passage est réalisé 
par des procédés spéciaux. 

Remarauons que lorsque À tend vers une valeur propre, le 
déterminant du système tend vers zéro et l'algorithme s’avère 
instable. Toutefois il faut prendre en considération le fait suivant. 
Si les équations à résoudre ont pour solutions le spectre de leurs 
valeurs propres, les erreurs de calcul peuvent rendre le déterminant 
différent de zéro. Ceci étant, l’ordinateur fournira une solution 
(bien entendu, instable). Cependant, dans nombre de cas ce n’est 
pas la solution elle-même qui présente de l'intérêt, mais une cer- 
taine fonction de celle-ci, ne dépendant pas des fonctons propres 
de l'équation. Dans ce cas le résultat définitif peut s’avérer tout 
de même stable. 

On conçoit que la réalisation de la méthode des approximations 
successives qui se ramène aux calculs par quadratures (2.3) nécessite 
elle aussi une partition du domaine d’intégration et l’application 
de telles ou telles formules d'intégration. Remarquons que la 
solution obtenue par la méthode aux différences finies converge 
dans ce cas automatiquement vers la solution exacte. En effet, 
il découle de la convergence de la série (2.2) (ou (2.31) et (2.31°)) 
que la somme finie correspondante approche la solution avec la 
précision voulue. Or, la recherche de la somme finie se ramène 
au calcul d’un nombre fini d’intégrales, qui peut être effectué 
avec la précision voulue par un choix approprié d’intervalles 
d'intégration. 
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On à indiqué plus haut que dans le cas où l'équation admet 
pour solution la valeur propre la plus petite en valeur absolue, 
le problème se résout sans grandes diificultés. I suffit pour cela 
de considérer la série (2.2) comme asymptotique ou de corriger 
la solution à chaque itération moyennant (2.32). 

Connaissant la solution en un ensemble donné de points, 
on peut facilement la calculer en des points intermédiaires par 
interpolation à l’aide de la somme (2.33) (avec des valeurs de 
2(y;) déjà connues) qu’on porte dans le second membre de 
l'équation. 

En conclusion, considérons deux équations intégrales spé- 
ciales : l'équation d’'Abel et l'équation de Schlômilch (qui ne sont pas 
des équations de Fredholm). L’équation d’Abel s'écrit 


L 4 


J(z) = rar (0 <æx<l1), (2.37) 
0 


où f'(x) est une fonction continue et f(0) = 0. Nous chercherons 
la solution continue de cette équation. Introduisons une nouvelle 
fonction o(x) : 


o(x) = \ ue &. 


Utilisons l'égalité 


 — —, (2.38) 
sin (xx) (x — EJ(z — ze 
qu'on multiplie par u(E) ((2.38) découle de l'égalité \ —— — 


0 
— rCosec (ax) si l’on remplace æ par (z — x)/(x — E)). Intégrant 
tout en intervertissant l’ordre d'intégration d’après la formule de 
Dirichlet [117], nous obtenons 


= ofe) = ar\ 1 d6 | 1@dr , 39) 
(ER) GŒ— EE JG | 
0 0 0 


.. Comme le premier membre de (2.39) admet une dérivée con- 
tinue, il en est de même de son second membre ; prenant les déri- 
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vées des deux membres de l'égalité (2.39) nous aboutissons à la 
solution (si celle-ci existe) de l'équation d’Abel sous la forme 


sin(z7) d fyat_\ . 
u(x) —  … (\ ne - … (2.40) 
Soit maintenant l'équation intégrale de Schlômilch 
7/2 
f{æx) = — = | (x sin 6)d0 (—r<x< rx). (2.41) 


0 


Supposons que le premier membre admet une dérivée continue 
pour —r<æ< r et cherchons une solution admettant une 
dérivée continue. Différentiant les deux membres de (2.41) on 
obtient 


r/2 
f(x) = — = | ®’(x sin 6) sin 046. (2.42) 
0 


Remplaçant x par x sin Y, multipliant par x et intégrant par 
rapport à 4 on trouve 


7/2 
F(a) = 2 \ f'(æ sind) dy = 


0 


T/2 
-2 | A sin 6e"(x sin 0 sin ae | dy. (2.43) 
0 


[e) 


Changeant dans l'intégrale double l’ordre d'intégration et 
faisant le changement de variable sin x = sin Osin à on obtient 


r/2 


6 
F(z) = © \ Lion us PŒsNxcosxdr |æ. (2.44) 
= cos (U) 
0 0 
Changeons de nouveau l’ordre d'intégration, il vient : 
7/2 7/2 
2x : ; 
F(x) = — \ o’(x sin y) cos | | 
us 
[e) 


p 4 


sin 6 


PAT ET ae | dy. (2.45) 
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L'intégrale interne étant égàle à 7/2, nous parvenons à repré- 
senter la solution sous forme explicite. En effet, 


r/2 12 


z | f'(x sin d)db = x | ©'(zx sin x) cos y; dy = o(x) — (0). (2.46) 


0 0 
Mais comme (0) = f(0). nous obtenons 
7/2 


a(x) = f(0) + x \re sin 4)dw. (2.47) 


0 


$3. Equations intégrales singulières 


1. Intégrales singulières unidimensionnelles et équations inté- 
grales. Si la théorie des équations intégrales de Fredholm se géné- 
ralise d'emblée à une dimension arbitraire, on ne peut pas en dire 
autant pour la théorie des équations singulières. 

Il est d’usage d’exposer la théorie des équations singulières 
unidimensionnelles pour des contours arbitraires dans le plan 
complexe, ce qui permet de l'utiliser directement, sans transfor- 
mations auxiliaires, pour la résolution de certains problèmes aux 
limites bidimensionnels de physique mathématique. Dans ce cas 
la théorie s’appuie sur les propriétés de l'intégrale du type Cauchy. 

Soit L un contour fermé dans le plan de 2. L’equation intégrale 
singulière peut alors être représentée sous la forme 


a(t)o(t) + rem dr + \ k(t, =)o(T) dr = f(t). (3.1) 


ri 


L 
Exigeons que les fonctions a(t), b(t) et f(t) soient de classe H.-L., 
et la fonction Æ(t, +) de classe H.-L. pour ses deux variables, sauf 
aux points { — + où l’on pose 


[RCE +) < 


| fe (0 < a < 1). 
+ — 

L'équation (3.1) s'appelle équation singulière complète. Dans 
le cas où f(t) = 0, elle est dite homogène. L'opérateur 


Ho = a(t)g(t) + A 20 _ ge 
ti T —({ 
L 
est appelé partie caractéristique de l’équation singulière, l’équation 
qui lui correspond, équation caractéristique ; l'opérateur 


ko — \xe, t)o(r)dr 


L 


est sa partie régulière. 
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Dans les notations adoptées, l'équation (3.1) s’écrit sous forme 
opératorielle 
Ky = Ko + ko =f. (3.1'} 
On appelle équation associée (ou transposée) l'équation du 
type 


K'4 = a(t)ÿ(t) — A rer * 2 d- +| k(+, t)h(=) dd = 0. (3.2) 
L L 


Le second membre de cette équation est supposé nul, car c’est 
précisément l'équation homogène qui présente de l intérêt. Remar- 
quons que l'équation associée à l’équation caractéristique n’est 
pas en général caractéristique, car sa représentation sous la forme 
(3.1) comporte le terme régulier 


b(+) — b(L) , F 
Lee) 


T 
L 


Nous aurons besoin de l’identité 


\ UKodr = \ ax dr, (3.3) 
L L 


qui découle de la possibilité d’intervertir l’ordre d'intégration 
dans les intégrales multiples quand seule l’une d'elles est singulière 
(cf. $1, p. 2). 

Soient K, et K, des opérateurs singuliers du type (3.1) à 
coefficients a.(t), b,(t) et a.(t), b.(t) respectivement. Soit l’opé- 
rateur composé K = K,K, formé par l’application successive des 
opérateurs K, et K.. Moyennant la formule de Poincaré-Bertrand 
on montre que K est un opérateur singulier de coefficients 


a(t) = a(t)as(t) + b,(1)0.(4), 


b(t) = a(t)be(t) + a(t)b,(1). 
Citons encore une identité utile 
(KK,) = Ki: ; (3.5) 
elle se vérifie par substitution directe. 
Nous commencerons l’exposé de la théorie des équations sin- 


gulières par l’équation la plus simple, à savoir par l'équation 
caractéristique 


(3.4) 


H° = a(t)g(t) + © 2. 2 dr = f(0. (3.6) 
L 
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Ramenons cette équation au problème auxiliaire de Riemann. 
Dans ce but nous considérerons la solution recherchée o(t) comme 


1 


la densité de l'intégrale du type Cauchy ®(:) — — CD q-. 


TL T —: 


L 
Utilisant les formules (1.14) nous obtenons au lieu de (3.6) le 
problème aux limites pour la fonction ®(z), à savoir 


D+(t) = G()D(t) + g(t), 
(3.7) 
Gt) = a — b@, t) — FO) | 
Oo pop 0 +50 


L'indice du problème auxiliaire de Riemann sera indice de 
l'équation proposée. Les conditions de résolubilité du problème 
de Riemann sont naturellement celles de l’équation singulière 
(3.6). Notons que le passage au problème de Riemann n’est possible 
que lorsque a*({) — b*(t) 4 0, condition que nous supposerons 
toujours remplie dans la suite. 

Des raisonnements analogues s’appliquent à l’équation associée, 
l'indice du problème auxiliaire de Riemann étant dans ce cas 
XL = —}. 

Formulons les conditions de résolubilité de l’équation caracté- 
ristique singulière sous la forme adoptée en théorie des équations 
de Fredholm : 

1. Pour > > O0 l'équation avec second membre admet une 
solution quel que soit le second membre. 

2. Pour x < 0, l'équation avec second membre n’admet de 
solution que lorsque le second membre vérifie les — :-conditions*) : 


\ fit) =0 (i—1,2, ..., —%), (3.8) 


L 


où vw, est le système complet de fonctions propres de l’equation 
associée. 

3. Le nombre de solutions linéairement indépendantes de 
l'équation homogène et celui de son associée diffèrent de |x|. 

Passons maintenant au cas général. Introduisons la notion de 
régularisation de l’équation singulière. Soient K, et K, des opé- 
rateurs singuliers du type (3.1). Lorsque le composé Æ&,;K, est 
un opérateur régulier, on dit que l’opérateur K, réalise une 
régularisation à gauche de l’opérateur K,. L'opérateur K, est 
évidemment régularisateur pour l’opérateur K.. 


*) La nécessité de ces conditions découle de l'identité (3.3). 
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I découle des formules (3.4) que la partie caractéristique de 
l’opérateur de régularisation est de la forme 


b 
atbeto — SOÂ LE à, (3.9) 


L 


où a(t) et b(t) sont les coefficients de l’opérateur initial. Nous 
désignerons dans la suite par EH l'opérateur de régularisation (3.9). 
Appliquons l’opérateur K à l’équation (3.1) : 


KK3 = kf. (3.10) 


L’équation (3.10) obtenue est une équation régulière satisfaite par 
la fonction recherchée. 

Indiquons un autre procédé de construction de l'équation 
régulière, appelé régularisation à droite. Faisons pour cela dans 
l'équation (3.1) le changement o = Ko, il vient: 


KKo = f. (3.11) 


L’équation (3.11) est régulière. 

Une régularisation à gauche peut donner lieu à des solutions 
ne vérifiant pas l'équation singulière proposée. Quant à la régu- 
larisation à droite, l'équation © — Ko est susceptible de ne pas 
admettre de solutions. Comme la régularisation ne conduit pas 
toujours à des équations équivalentes, c’est une opération non 
équivalente en général. La régularisation à gauche est équivalente 
lorsque x > 0, i.e. lorsque l’équation à régulariser admet un 
indice négatif et n’a pas de fonctions propres. La régularisation 
à droite s’avère équivalente lorsque x < 0. 

Le procédé de régularisation équivalente (à droite ou à gauche) 
est choisi donc en fonction de l’indice de l’équation initiale. Une 
analyse des équations obtenues et les propriétés de l’opérateur K 
conduisent aux affirmations suivantes (dites théorèmes de F. Noe- 
ther) [26] : 

1. Le nombre de solutions linéairement indépendantes d’équa- 
tions singulières est fini. 

2. La condition nécessaire et suffisante de résolubilité de l’équa- 
tion avec second membre s'exprime par les égalités 


(route a 0 (—=142,;::,n0) (3.12) 
L 


Ici Ÿ, est l’ensemble des solutions linéairement indépendantes de 
l'équation H’#, — 0. On a de plus l'égalité 


NN = %, (3.13) 
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où l’on désigne par # et n’ le‘nombre de solutions linéairement 
indépendantes de l'équation homogène de départ et de son 
associée. 

L'appareil du problème aux limites est efficace également dans 
le cas des coefficients discontinus et des contours non fermés. 
On introduit alors la notion de solution associée de l’équation 
associée, solution bornée en tous les points où l’on se donne une 
solution non bornée de l'équation initiale, et inversement. A 
ceci près, la formulation des théorèmes de Noether reste la même. 

Remarquons qu’il existe la théorie des équations singulières 
comportant en outre un terme de la forme 


\ ste <)o(t) di. 
L 


Les équations de ce type se ramènent à des systèmes d'équations 
singulières pour les parties réelle et imaginaire de la fonction 
recherchée. On entend par solutions linéairement indépendantes 
les solutions à coefficients réels. Les conditions de résolubilité 
deviennent alors 


Re MOTO 0 (= 1i,2;...,2n). (3.14) 
L 
Il à été montré plus haut qu’on peut toujours ramener les 
équations singulières à des équations régulières équivalentes et 
calculer la solution par les méthodes connues (cf. $2). Pourtant 
la construction même de l’équation est une procédure très complexe, 
et il est préférable de calculer la solution directement. Les recher- 
ches théoriques [36, 22, 37, 69, 25] donnent la justification mathé- 
matique de telles approches. Il s’agit le plus souvent d’une géné- 
ralisation des méthodes développées en théorie des équations 
régulières. Passons à leur exposition. 
Admettons que le noyau k(f, =) est dégénéré : 


k(E, =) = Ÿ u(t)r,(T). 
k:s1 


On peut alors récrire l’équation étudiée sous forme d’équation 
caractéristique 


atoat0 + HOÂ D a = jt) — Ÿ ext, 
L 


Cù 
_— \retrar 


L 
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Ecrivant la solution de cette équation sous forme générale, l’expli- 
citant par rapport à c. et portant dans les relations pour c;, 
on obtient un système d'équations algébriques permettant de 
déterminer les inconnues. 

Il est clair que chaque méthode de résolution numérique des 
équations singulières doit s’appuyer sur des formules d’intégration 
spéciales. Partageons le contour en intervalles élémentaires et 
supposons la densité constante à l’intérieur de chacun d’eux; 
cette valeur de la densité sera exprimée par la valeur qu’elle 
prend au milieu de l'intervalle (au point dit de base). Calculant 
alors l'intégrale aux points de base successifs nous obtenons 
chaque fois une somme intégrale dans laquelle il faut omettre le 
terme correspondant à l’intervalle qui contient le point de base 
initial. Indiquons un procédé permettant de passer directement 
à des intégrales impropres. Utilisons à cette fin la représentation 
de l’équation (3.1) sous une autre forme (régulière) : 

T—t 


at) + 2(0]e(t) + 2 \ 29-60 74 


L 


+ \#, )o(s)ds = f(. 


Cette représentation découle des formules (1.11), (1.12). 

Dans le cas où l’intégrale est prise sur un contour ouvert il est 
rationnel de représenter la solution sous forme de la fonction recher- 
chée (supposée suffisamment régulière) et d’un facteur tenant compte 
sous forme explicite des singularités aux points d’extrémités que 
l’on peut déterminer à partir de la solution du problème auxiliaire 
correspondant de Riemann. La nature de la singularité ne dépend 
naturellement pas de la présence de termes réguliers. 

Considérons plus en détail le cas où le contour d'intégration 
est l’intervalle [ —1, 1]. On part de la formule d'intégration pour 
l'intégrale singulière à noyau de Cauchy 

1 


\ o(Du(D dt _ M amu((m) k (3.15) 


{ DE Tr M1 = ] 1m = Tr 
1 


où «(t) est une fonction régulière, w(t) une fonction de poids (un 
facteur) de structure donnée, admettant des singularités inté- 
grables à l’une ou aux deux extrémités de l’intervalle. Les points 
= t, (m = 1, 2,..., M) sont les zéros d’un polynôme de degré 
M du système de polynômes {P.(t)} orthogonaux sur l'intervalle 
[—1,1]par rapport au poids o(t), et les points æ=x,(r—1,2,...,R), 
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les zéros de la fonction 
1 


1 P 
Que) = — + | OO ae 
1 


Les coefficients de la formule d'intégration (3.15) se détermi- 
nent par la formule 


An = —9 Qui) : 
P;4{{m) 
La formule (3.15) est exacte quand u(t) est un polynôme de 
degré non supérieur à 2. 
La formule (3.15) permet de proposer la réalisation suivante de 
la méthode des quadratures mécaniques pour l’équation intégrale 
singulière de forme générale (de première espèce) : 


1 1 
\ a + o(t)u(t)Kk(t, z)dt = rp(z), [x] <1 


= | _] 


(dans l'écriture de cette équation on a passé de o(t) à u(t)). 

Utilisant la formule (3.15) pour les collocations aux points 
æ,(r = 1,2,...,R), nous obtenons en définitive le système d’équa- 
tions algébriques 


S Gus] ——— 2 kim, T z)| — 7xp(x,). (3.16) 


mem! 


Le nombre M peut être supérieur, égal ou inférieur à Æ. 
Si R > M, on choisit de (3.16) M équations. Si, par contre, 
R < M, des conditions complémentaires sont à introduire. 
Considérons le cas où les nœuds et les coefficients se laissent 
exprimer sous forme explicite. 
Posons w(x) — 7 = —. Alors le système de polynômes de 
— 
première espèce T,(x) — cos (n arc cos x) constitue le système 
de fonctions orthogonales sur l’intervalle [ —1, 1] par rapport au 
poids donné. Les racines des T,/(x) sont les nœuds des formules 
(3.15). Ils se déterminent par les formules 


cos tx (m—1,2,..., M), (3.17) 
2M 


et les coefficients a, — +/31. 
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L'égalité 
1 
ei | Tar() dt _ 0 pour H—0 Le] < 1) 
F V1 — E(t — x) Uy-1(x) pour H>0 
— ] 
permet de conclure que les polynômes Q,,(+) sont des polynômes 


de Tchébychev de deuxième espèce U,{(x) = 
— 2 


et les points x, en tant que racines de l’équation U,,-,(r,) — 0 seront 
déterminés par les formules 


z, = cos — (r = 1,2,..., M — 1). (3.17) 


Dans notre cas la solution doit vérifier la condition auxiliaire 


1 
\ u( dt 0 
j1 — 13 


1 


où C est une constante donnée. 
Ainsi nous parvenons à un système de W équations : 


M U({5) 1 ( È 
D (ous + Me #3] = pla 


M me ] M 


». =. u(ts) = C. 
Ce qui vient d’être dit se généralise au cas d’une fonction de 
poids de la forme w(t) — {1 —iÿ +1} [23]. La fonction 
régulière est recherchée sous la forme d’une série suivant les poly- 
nômes de Jacobi Pt). 

Le point de départ est ici l'identité 


= \ @(T) 


2-IT(a)T GA — a), 


d D (2,5) … 
nn, o(t)P,7(t) 


X Pr (+), 


valable quand Æ est égal à 1, O0 ou —1. Les constantes a et b 
sont liées à « et 3 par les relations 


= nf +, 8 — nf) + a 


2xi a + ib 


N, M sont des entiers. 
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Rappelons que pour « = $ = —1/2 ou &« = 8 — 1/2 les polr- 
nômes de Jacobi sont les polynômes de Tchébychev de première 
et de deuxième espèce respectivement. 

La formule d’intégration proposée s'applique immédiatement à 
la résolution de l'équation intégrale singulière complète (3.1) à 
coefficients constants a et b, puisque la :1onction de poids ainsi 
introduite aura la structure considérée plus haut. 


2. Intégrales singulières bidimensionnelles et équations inté- 
grales. La notion d’intégrale singulière de dimension un introduite 
dans ce paragraphe peut être étendue au cas de plusieurs dimen- 
sions. Considérons celui de dimension deux. Remarquons que les 
résultats obtenus ici sont en général vrais en dimension quelcon- 
que, le cas de dimension deux n'étant choisi que pour la relative 
simplicité des raisonnements. Commençons notre étude par le 
cas où le domaine d'intégration est tout le plan que nous désignons 
par II. 

Soit F(q) une fonction définie dans le plan IT et soit q, un 
point de ce plan. Désignons par o, un cercle de rayon £ centré en 
G-+ Supposons que dans la partie II — o, la fonction F(q) est 
sommable pour € arbitraire. Si par ailleurs existe la limite 


lim | F(q)dS, 
z2—0 


I-o, 

elle sera dite intégrale singulière au point (en dimension deux) ou 
intégrale au sens de la valeur principale de Cauchy. Cette inté- 
grale est notée comme usuellement (sans indices complémentaires 
quelconques) puisqu'elle n’existe pas dans un autre sens. Remar- 
quons qu’une intégrale singulière diffère d’une intégrale impropre 
par la forme du domaine enlevé, qui n’est pas arbitraire. 

Dans les raisonnements qui suivent les intégrales singulières 
seront de la forme 


À Ego: gu(9) 48e (3.18) 
ñl 
où le noyau À(q,, g) s'exprime comme 
1 
K(Qo» q) = : f(Qo» Ô), (3.19) 
T*(Qos q) 


T(4o 9) étant la distance entre les points q, et g, et 6 l’angle 
formé par le rayon allant du point q, au point get l’axe x, 
(x;,, +, sont les axes menés dans le plan IT). La fonction f(q, 6) 
est dite caractéristique de l'intégrale singulière et la fonction «(q) 
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(comme dans le cas de dimension un), densité, on suppose qu ‘elle 
est de classe H.-L. et qu’à l’infini elle décroît comme 1/|q}°. 
Etablissons les conditions pour lesquelles les intégrales citées 
existent au sens de la valeur principale : 


Ha qhu(g)dS = \ E(o aJu(a)dSa + 


r>4a 


+ \ Edo Lu(g) — u(g)]dSe + U(40) \ (Qu 9) dSe 


P<8 r<68 


où a est un nombre arbitraire. Les deux premières intégrales étant 
absolument convergentes, il ne faut donc étudier que la troisième. 
Munissons le plan d'un repère polaire local (de centre au point 
%)- Dans ce repère 


\ L(do» 9) dSe = lim \ KG 9)dSe = lim in | Sig 6) 4, 
<a e<r<a L 


où L est un cercle de rayon =: centré en q. Il est aisé de voir que 
la condition 


(fa 8)4L = 0 (3.20) 
L 


est la condition d'existence de l’intégrale singulière du type (3.18). 
Pour l'intégrale singulière on à la représentation 


VA qu(a)dS = 


=. \ (dos Qu(Q) dSa + | (do 9)u(9) — u(g)]dSe (3.21) 
f>4a res 


qui, d'après son sens, peut être appelée représentation régulière. 

Comme dans le cas de dimension un, on à pour les intégrales 
singulières du trpe (3.18) un théorème, analogue au théorème de 
Plemelj-Privalov. portant que l'intégrale est une fonction de classe 
H.-L. si la densité est de même classe, à condition que la caracté- 
ristique f(4,» 8) soit continüment différentiable suivant les coor- 
données cartésiennes du point q, et suivant l’angle 6 (ce théo- 
rème a été énoncé par Giraud [67 ]). 

Remarquons que la notion d’intégrale singulière apparait, en 
particulier, lors de la considération du problème de la différen- 
tiation des intégrales dépendant d’un paramètre. Il est notoire 
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que la dérivée de l’intégrale par rapport au paramètre coïncide 
avec l'intégrale de la dérivée par rapport au paramètre de l’ex- 
pression sous l’intégrale, si cette dernière intégrale converge uni- 
formément pour ce paramètre. Il est aisé de voir qu’en ce qui 
concerne l’intégrale du t'pe 


vd) = sa u(9) dS (3.22) 
I 


(intégrale à singularité faible), ce théorème n’est pas valable. 
Montrons que dans ce cas la différentiation conduit à l’appari- 
tion d’une intégrale singulière et obtenons la formule correspon- 
dante pour la dérivée de l'intégrale. Supposons que la caracté- 
ristique et la densité vérifient les conditions formulées plus haut. 
Nous obtenons ” 


dv _ [(Go- 0) _— 3 93 

ne ri (10 u(g)d$s (j=1,2) (3.23) 
°>E 

où x, et æ., a? et r° sont les coordonnées cartésiennes des points 

g et 4 respectivement. Utilisant la règle de différentiation des 

intégrales par rapport au paramètre pour le cas où les limites 

d'intégration dépendent du paramètre, nous avons 


_9. [(Go» [Go 0), 
| fe ® ua, = 


ES 
‘pt 


= 9 | f(Go- 0) [(Gor 6) _0r_ | : _ 1 0). 
\ = x [ |uoas, — | ua (G=22 
>€ = 

Les deux intégrales du second membre de cette égalité tendent 
uniformément vers leur limite lorsque € —> 0. Aussi peut-on inter- 
vertir dans (3.23) l’ordre de différentiation et de passage à là 
limite, ce qui donne 


6 (fi 9) _(_2_ [Ha 9) __… 
: A or u(q) dS. F- es Jupas. 
II I 


Ô 
— u(ge) \ sa 9) AL [eos (r, +) = à (3.24) 
Oz; Ôx; 
Voyons s’il est légitime d’intervertir l’ordre d'intégration dans 
les intégrales multiples. Soit l’intégrale 


(4) = (189 LG q$, |) as, ( <2). (3.25) 
| TT (Go 9) r*(Qs a) | 
Il 
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L'une des intégrales est singulière. Nous avons vu que dans ce 
cas l’intervertissement de l’ordre d’intégration est possible. Il 
n’en est pas de même quand les deux intégrales sont singulières. 
Soient 


, 
©(%o) = | D ua) 454, 
Ïl 
(3.26) 
, 0 
&(Qo) = \ 1%? v(q) Sa. 
Ïl 


Dans ce cas l’intervertissement de l’ordre d’intégration, comme 
dans le cas de dimension un, conduit à un résultat différent. 
Notons que les développements des caractéristiques f(q4 0) et 
fildo 9) en série de Fourier permettent d’obtenir pour l'intégrale 
(3.26) une représentation dans laquelle figurent les puissances 
d’un des plus simples opérateurs singuliers. 

Le résultat qui présente le plus d'intérêt pour la théorie des 
équations intégrales singulières se formule de façon relativement 
simple si l’on introduit, comme il à été fait dans [67], une nouvelle 
notion, celle de symbole d’opérateur singulier (d’intégrale singulière). 

Considérons l'expression complète de l’opérateur singulier 
avec le terme hors intégrale 


0 Ô Pr 

Ku = ao(9)4(40) +\ee Le «(gas (3.27) 
Développons la caractéristique en série de Fourier 

fo 8) = Y b,(g0)e"". (3.28) 


Le terme nul du développement fait défaut en raison de la 
condition (3.20). 


On appelle symbole de l’opérateur singulier la fonction ®(g,, à) 
à valeurs complexes définie par la série 


Ddo À) = YO ago (—7r <X < T7), (3.29) 
où si 
= 2xbh(qo)i" ; 


n 


à. = (—1y (n > 0). 
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Remarquons que l'introduction de termes réguliers dans 
l’opérateur K n’a aucune influence sur le symbole. Il est évident 
que connaissant la caractéristique on peut déterminer le symbole 
de l'opérateur et, inversement, d’après le symbole reconstituer 
l'opérateur singulier (au terme régulier près). Il est démontré 
que le symbole du composé de deux opérateurs singuliers est 
égal au produit de leurs symboles. 

Tout ce qui vient d’être dit permet de poser le problème de la 
régularisation des équations intégrales singulières. Soit l’équation 


Ku = F. (3.30) 


Comme dans le cas des équations singulières unidimensionnelles, 
le problème consiste à choisir l'opérateur singulier complémentaire 


K de façon que la composition KKu — KF donne lieu à une 
équation régulière. Il est aisé de voir qu’un tel opérateur peut 
être construit de la façon suivante. Nous déterminons tout d’abord 
la fonction symbolique d’après la caractéristique et le terme hors 
intégrale de l’opérateur initial et si elle est telle que pour toute 
combinaison des valeurs de qg et À on a l’inégalité 


Do À) # 0, (3.31) 
nous déterminons alors la fonction 


ne | 
D(Qo» À) 


que nous considérerons comme symbole de l'opérateur de régula- 
risation. Ici À est une constante qui est égale à 1 si l’on exige 
qu’après composition le facteur du terme hors intégrale soit égal à 1. 

Dans cette approche la régularisation s avère en général non 
équivalente, quoique pour un choix approprié du terme régulier il 
soit possible d’obtenir une régularisation équivalente. 

De ce qui vient d’être dit découle qu’une régularisation équi- 
Valente est toujours possible si l’on impose à la caractéristique *) 
certaines conditions. Par conséquent, l'indice de l’équation singu- 
lière (déterminé comme pour les équations unidimensionnelles) 
est nul. Dans le cas où l'équation initiale admet des fonctions 
propres, la condition nécessaire et suffisante de résolubilité est 
comme auparavant (3.12). 


Di(Gos À) = (3.32) 


*) Outre les conditions (3.20) et (3.31), on exige que [F(Qo> 9)! d8 <c et que le 


t} 


coefficient a (g) soit borné et de classe H.-L. 


S 
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L’exposé se trouve en contradiction avec les résultats relatifs 
aux équations singulières à une variable dont l'indice pouvait 
admettre n’importe quelle valeur entière. Ceci s'explique par le 
fait que si l’on considère les équations unidimensionnelles comme 
un Cas particulier des équations bidimensionnelles indépendantes 
de l’une des dimensions, on obtient que la caractéristique est une 
fonction discontinue ; or on à mentionné spécialement plus haut 
(dans le cas de deux dimensions) les propriétés de différentiabilité 
et en particulier la condition de continuité. 

La théorie des équations intégrales singulières se transpose aux 
systèmes, cette théorie fait intervenir les notions aussi importan- 
tes que celles de matrice symbolique et de déterminant symbolique 
(constitués des symboles de chaque élément). Le résultat établi 
plus haut sur la possibilité de régularisation à gauche se géné- 
ralise aux systèmes sous la condition que le déterminant sym- 
bolique soit différent de zéro. Dans le cas général, il est vrai, 
cette condition n’est pas suffisante. On connaït pourtant [67] 
des types particuliers de systèmes pour lesquels cette condition 
est suffisante, parmi ceux-ci les systèmes dont la matrice symbo- 
lique est hermitienne (a; — —a;;). C’est précisément d’eux 
qu'il s’agit dans les équations intégrales singulières concernant les 
problèmes fondamentaux spéciaux de la théorie de l’élasticité. 

Les résultats exposés plus haut se transposent entièrement au 
cas d'intégration sur une surface arbitraire de Liapounov S. 
Soit g, un point où l’expression sous l’intégrale admet une singu- 
larité quadratique. Menons en ce point-ci la normale à la surface 
et, considérant cette normale comme axe de rotation, formons un 
cylindre de rayon €. Notons la partie de la surface comprise à 
l’intérieur de ce cylindre o, *). S étant une surface de Liapounov, 
on peut pour un € suffisamment petit, appliquer univoquement 
la surface oc, sur une partie du plan de manière qu’au point % 
l'application soit conforme. Une telle application peut être effec- 
tuée par projection orthogonale de la surface o, sur le plan tan- 
gent à la surface au point qg,. Désignant par gg, et g” les projetés 
des points g et qg et par o la projection de la surface o,, 
l'expression sous l'intégrale dans (3.18) devient 


R(Go q)u(g)dS, = K'(g0 a')v(g')dSe, u(g) = v(q') 
et dans le cas des noyaux du type (3.19) 


__ 1G6 8) ogg 79 


K'(Qo 4) = ee on (u < 2). (3.33) 


*) La surface ©. peut être obtenue d’autre manière, incluant, par exemple, dans 
celle-ci tous les points intérieurs à une boule de rayon € centrée au point qo. 
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Nous entendrons par intégrale singulière étendue à une surface 
arbitraire de Liapounov l’expression 


\ ka» q'u(a) 48e = \ E(Q au(a) Se + 


S Æ 


’ ’ 
o Le) 
z 


Le symbole de l'opérateur régulier comportant l'intégrale singulière 
du type (3.34) étendue à la surface S sera identifié à celui de 
l’opérateur à caractéristique f(q,., 6) dans le plan. 

Aussi, pour calculer une intégrale singulière étendue à une 
surface, faut-il partitionner celle-ci (chaque fois de façon diffé- 
rente en fonction de la position du point q), de telle sorte que les 
domaines élémentaires décrivent des surfaces o:. Si l’on a à 
calculer les intégrales en un ensemble de points q,, on introduira 
un nombre correspondant de partitions différentes. Certains pro- 
cédés de calcul des intégrales singulières figurant dans les équa- 
tions intégrales du problème spatial de l’élasticité, basés sur les 
Re particulières de leurs noyaux, seront donnés au chapitre 

» S5. 


$ 4. Transformations et représentations intégrales 


L'une des méthodes les plus efficaces de résolution des équa- 
tions différentielles et intégrales est la méthode des transforma- 
tions intégrales. L’application de cette méthode aux équations 
différentielles permet d’abaisser d’une unité leur dimension et de 
ramener directement les équations intégrales à des équations 
algébriques. Les divers types de transformations intégrales s’ob- 
tiennent l’un de l’autre par changement de variable et de fonc- 
tions. Le choix de telle ou telle transformation intégrale est dicté 
par la structure de l’équation et la géométrie du domaine. 

Considérons tout d’abord la transformation de Fourier. Suppo- 
sons qu’une fonction f(x) donnée sur l’axe réel vérifie les condi- 
tions de Dirichlet. Exigeons en outre que la fonction f(x) soit 
absolument intégrable. On a alors l’égalité 


©œo 


fa) = + \ da \ UE) cos a(£ — 2)dE, (41) 
[e) 


appelée formule intégrale de Fourier. Pour les points de discon- 


tinuité le premier membre de (4.1) se remplace par la demi-somme 
des valeurs limites 12[f(x + 0) + f(x — 0)]. 
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Avant de passer à la démonstration de l’égalité (4.1) établis- 
sons le lemme de Riemann-Lebesgue. I1 affirme que pour toute 
fonction (x) vérifiant les conditions de Dirichlet on a 


lim \ o(x) sin rxdx = lim | (x) cos rx dx = 0. (4.2) 


Partageons l’axe réel en intervalles à l’intérieur desquels la 
fonction (x) est monotone et considérons l’intégrale sur l’un des 
intervalles. Désignons ses extrémités par «a et b et par M, 
max |f(x)|. Effectuons le changement de variables z' = x — «, où 
æ — x/r. Dans ce cas 

b b—a 


\ #12 sin rx dx = — \ o(z + «) sin rx dx. (4.3) 


On a évidemment 


O(T + «) sin rx dz 


us 
r 
a—@ 


(4.4) 
bd 


| \ o(x) sin rædx 
b—x 
Tenant compte de (4.3) et (4.4) on peut écrire : 


<m—: 
r 


bd b—a 
2 (ets) sin rx dx = (ete) sin rx dx — \ p(x + a) sinrr dx < 


a—-a 
D—a 


< \ [o(x) — 2(x + «)] sin re dx + < 
r 
27m 
< (b—a—ax)max |o(z)— p(t+a)|+—— (a<r<b—a). (4.5) 
r 
Le fait que max | o(x) — o(x + «)| —> 0 lorsque r —> © prouve 
le lemme dans le cas considéré. Le lemme se démontre de façon 
analogue pour l’intégrale 
b 


\ (x) cos rx dx. 
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Considérons la limite 
b 


lim “= f(x) ns (4.6) 


pour quatre combinaisons différentes des valeurs a et b: 1) a = 0, 
b RE 2)a<0,b—=0;3)a<0, b —>0; 4) a b > 0 ou bien 
a, b < 0. 

Dans le quatrième cas l’assertion découle immédiatement du 
lemme, puisque la fonction f(x) (sin ræ)/x vérifie les conditions de 
Dirichlet. 

Considérons plus en détail le premier cas. Fixons un € — 0 et 
choisissons 5, de manière que la fonction f(x) soit monotone sur 
l'intervalle [0, à,]. Supposons à, < à, et tel que pour r >#,(e) 
on ait l’inégalité 


b 
À jte ME 2 < &. (4.7) 
CA 
On a ensuite 
VE SE Gr — Ef(+0) = 
0 
& 
=\ tre + f(4+0)] À à eo (see SMIE Gr. (4.8) 
o & 
Notons qu’on a utilisé ici l’identité 


sin rz T 
FO 
z 


LU] 


0 


Estimons le deuxième terme : 


FOIE SE gx = 


&s 


= +0 | 2 ss —— dx << e pour r>r:>T (4.9) 
783 


. Estimons maintenant le premier terme. Introduisons la fonc- 
tion auxiliaire f(x) = |f(e) — (+0)] — |f(x) — f(+0)|, qui dé- 
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croitra de façon monotone sur l'intervalle [0, ,] puisque 
[f(z) — f(+0)! croit monotonement, maxf,(x) = f,(+0) — 

= | f(e) — f(+0)[. En vertu du second théorème sur la moyenne, il 
existe un nombre à < à, tel 


ês rô 
| a) sin rx LL = ao(2s sin rx ÉLRE re = 4640) | = sin z ME Gr. (410) 


Faisant dans la première intégrale le changement de variable 
inverse, on trouve 


ës 
\ te) — 1140) 2 de 


< 
62 r6 
< | f(e) — f(+0) QE SHOP HO ES IE Gr<Of(+0). (4:11) 


A l’aide de (4.7) on obtient 
b 


lim \fte) TE dr — (+0), (4.12) 


c.q.f.d. Le deuxième cas est étudié de la même façon, quant au 
troisième, il s’obtient par partition préalable de l’intervalle [a, b] 
en deux : [a, 0] et [0, b]. En définitive, on trouve 


lim + ne (@) sin rs dx — —f(—0) (a < 0), (4.13) 
lim 1 (re 19 sin re d2 = 22 (f(—0) + (+0) (a<0, b>0). (4.14) 
Considérons la limite 
+00 
I = lim + \ f(&o + 2) TE 47. (4.14) 


En introduisant une nouvelle variable & = x, + æ et substi- 
? 


tuant à sinr(£ — x,) l'intégrale \ cos a(E — x)da, on peut 


0 
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obtenir 
1 , 
To [f(Zo + 0) + f(ro — 0)]- (4.14) 
Passons maintenant à la démonstration proprement dite de 
l’égalité (4.1). Il est aisé de voir que pour tous m et k on à 


© m © 


JE) cos a(E — x)da — | da \ 0 cos a(E — æx)dE — 


0 


LES a 


= (ra | cos atE — z)de — (aa ( ste cos a (5 — 2). (415) 
À (4) 0 k 
Fixons € et m et choisissons k > K tel que soient vérifiées les 
inégalités 
\ ve) [dE < — , Naf cos a(E — x)dë| < ra 
À 0 
Dans ce cas 
AUGEATS a(E — z)de =| \ se +) Mar | < 
C [e) k+z 
1 € 
< ne + a)1dE <=. 


En sommant on trouve que le premier membre de (4.15) est 
inférieur à € et par conséquent 


lim \ 6 æ| COS œ(E — x)da = lim \ de COS a(E — x) dE. 


De façon analogue on établit l'égalité 


(4) 


m (4) 
lim \ Î(E) ae | COS a(E — x)dx — im | da \ f(E) cos a«(E — x) dE. 


—œ 0 (4) 
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Sommant les deux dernières égalités, on trouve 


ne | 1) & | cos a(E — x)dax = lim \ dx \ Î(E) cos «(6 — x)di. 


m — 00 


Revenant maintenant à (4.14) nous obtenons la formule (4.1). 

Une autre interprétation de la formule (4.1) explique le terme 
« transformation » figurant dans le titre du paragraphe. Ecrivons 
la formule (4.1) sous forme complexe : 


fa =— \ e-*# da \ J(E)e*z dé (4.16) 
et introduisons la fonction 
F(œ) — = \ f{ze'#dx, (4.17) 


qui est la transformée de Fourier de la fonction f(x). La formule 
(4.1) s’écrit alors 


flz) = = \ F(x)e-'# dz. (4.18) 


Cette opération est appelée transformation de Fourier inverse ou 
reconstitution de la fonction d’après sa transformée. La formule 
(4.16) reste valable pour une valeur complexe du paramètre « 
également. 

Notons que la transformée de Fourier est une fonction analyti- 
que du paramètre complexe « dans la bande y_ < Im « < y, 
[107]. Les valeurs y, et y- se déterminent par le comportement 
de la fonction à l'infini, à savoir : | f(x) | < Me-* (x —> co) et 
[f(z)| < Me+* (z-> —co). Etant donné l’analyticité de la fonction 
F(c), on peut déplacer le contour d'intégration dans la formule 
(4.18) parallèlement à l’axe réel, ce qui conduit à la formule 
généralisée de transformation intégrale 


Co+ 
ju) = \ F(a)e-* da. (4.19) 


-00+1y 
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Soient maintenant deux fonctions f(x) et g(x) dont les transfor- 
mées de Fourier sont Fax) et G(x). Considérons l’intégrale 


nn | f(E)g(x — E)dE, 


qui est le produit de convolution de ces fonctions et notée f «g. 
Soumettons cette intégrale à une transformation 


V2rf « g = = f(E)dE \ G(tje- #0 dt — 


=— | G(t)e-‘# dt \ f(E)eñS dE — \ G(t)F{te-‘“ dt; (4.20) 


on voit que le produit V2rG(t)F(t) est la transformée du produit 
de convolution f *g. 

Citons les cas particuliers de la transformation de Fourier où 
la fonction initiale est à valeurs réelles positives. Dans ce cas on 
introduit les cosinus-transformations et les sinus-transformations 
de Fourier, déterminées par les formules 


f{?) = = \ f(x) sin ÀAz dz, f(x) — + \ f(x) sin Az d}, (4.21°) 


JA) = l'E \ rc cos Azdz, f(x) — ES \ f.(A) cos AxdX. (4.21) 


Montrons l’intérêt de la transformation de Fourier pour la 
résolution de problèmes concrets. Considérons à cet effet l’équa- 
tion intégrale 


g(z)— À \ Ex — y)o(y)dy = f(a). (4.22) 


Soient Da), F(x) et K(x) les transformées de Fourier de la solu- 
tion recherchée o(x), du second membre f(x) et du noyau de 
l'équation k(æz — y) respectivement. Appliquant la transformation 
de Fourier aux deux membres de l’équation et utilisant le théorème 
de convolution, nous obtenons 


Dax) — \Ÿ2rK(ax)®D(ax) — Ex), (4.23) 
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d’où 
F(@) 

= —————— ° 4.24 
D(a) 1 — >V2-K(a) À ) 

La solution s'écrit 

1 F(x) cie 

l 5 € d e 4.25 
?(0 2r \ 1 WAKG) * di 


Donnons une autre représentation de la solution. Explicitant 
O(x) dans le second terme du premier membre de (4.23) d’après 
(4.24), nous obtenons 

(a) — AŸ2rG(x)F(x) + F(x), 
(4.25°) 
_ K(a) 
M ES 1 — AŸ2=K(c) 
Passant aux originaux nous aboutissons à la représentation 
cherchée 


o(z) = à \ g(a— y) fty)dy + f(æ), (4.25) 


— © 


où g(z) est l’original de la fonction G(«). Cette expression présente 
l’avantage de ne pas contenir la transformée de Fourier du terme 
constant. 

L'efficacité de la transformation de Fourier dans ces cas est 
liée au fait que la structure du noyau et les bornes d'intégration 
permettent d'appliquer le théorème de convolution. 

Notons que la transformation de Fourier se généralise au cas 
de plusieurs variables (cf. [79]). Soit f(x,, æ:, ..., æ,) une fonction 
de la classe de fonctions intégrables sur R*. On appelle transfor- 
mation de Fourier a n dimensions l'intégrale 


F(à) — 


== 7) fa Do... 2) ePattart. Hainlgr Qu... .dx,,  (4.17°) 


OÙ À — (À, À - .. À,) est un vecteur. On a la formule d’inversion 
(Ts Los...) Sa) = 


— rs \Fos ho, . hs) e” f(AaititAstat Fa, dh ” A. (4.18’) 
TC 
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Passons à l’étude de la transformation de Laplace. Soit f(x) 
une fonction intégrable dans tout intervalle fini vérifiant les 
relations 


__ fO(e-*) (x — co), | 
= Le ne 074 42%) 
Considérons la transformation de Fourier de la fonction f(x) : 
F(x) — Æ\ f{æe=*dx, f(x) — = \ F(x)e- ‘s: da. (4.27) 


La transformée F(«) est une fonction analytique dans la bande 
y- < Im « < y, (en vertu des estimations (4.26). Effectuant le 
changement de variable « — ip, nous obtenons de (4.27) 


Vera = = | jones, je = | Hprerèr. 428) 


La fonction f(p) sera analytique dans la bande y_ < Re p < y,.. 
Aussi peut-on déformer de façon arbitraire le contour d’intégra- 
tion dans le plan p. En particulier, il peut être choisi sous forme 
d’une droite verticale Re p = c à l’intérieur de la bande y_ <c<Y,. 
Dans ce cas les formules (4.28) deviennent 


Rp) = (jwena, je =- | Hwiord. (429) 


Ces formules représentent la transformation bilatérale de Laplace 
et son inverse. Dans le cas où la fonction f(x) = 0 pour z < 0, 
on retrouve la transformation usuelle (unilatérale) de Laplace 


jp = (same, fo) | merar. (430) 


Le domaine d’analyticité de la transformée est dans ce cas le 
demi-plan Re ?p > 7. 

Passons maintenant à la transformation de Mellin. Soit f(r) 
une fonction définie sur la demi-droite (0, œ) et vérifiant les 
conditions de Dirichlet. On appelle transformation de Mellin 
l'intégrale 


œ 


g(p) = |, (4.31) 
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où 6, < Re p < c.. Cette intégrale existe si existent les intégrales 


1 © 


rise, |rismiar 


Pour la transformation de Mellin on a la formule d’inversion 


suivante : 
oc+i00 


fn = À arrép (p=0+it a <o < op. (439 

On peut déduire cette formule à partir de la formule d’inver- 
sion pour la transformation de Fourier. Faisant le changement de 
variable r — e*1(0 << r << oo, — 00 << x, < co) et notant f,(x;,) — 
— V9rer0 f(e“:), g(?) = g(o + 1t) —_ o(t), on obtient 


gti) = (r-  ftr) dr = |reu-iyea L 


(e) 
œ 


— erls+it)—" f{en)en dx, — — | ftaseïnaa, 
J se Da 


On retrouve la relation familière liant la transformée de Fourier 
d’une fonction et la fonction elle-même. 
Soit f(r) une fonction définie sur 0 < » << © et vérifiant les 
[e «) 


conditions de Dirichlet; supposons que intégrale | |f(r)1Vr dr 


0 
existe. Dans ces conditions on aura la transformation intégrale 
fQ) = \ fer arr àr (0 <<, v> ms (4.33) 
0 


(où J,(z) est une fonction de Bessel), dite transformation de 
Hankel. La formule d’inversion pour la transformation de Hankel 
s'écrit : 


fr) = (orne (0 << r < co). (4.34) 


0 


Remarquons que la transformation de Hankel peut être obtenue 
de la transformation bidimensionnelle de Fourier (4.17) dans le 
cas de symétrie axiale. 
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Soit à nouveau f(r) une fonction définie sur 0 < r < co, 
continue et à variation bornée dans chacun des intervalles 0 < r < 


< R < co, de plus l'intégrale | re"l|f(r)| dr converge. Dans ces 


0 
conditions on à la transformation 


fn = \f0)P-serutcn shrär (+20), (4.35) 


Où P_,ye+(Ch r) est une fonction de Legendre de première espèce 
[116], dite transformation de Mehler-Fock. La formule d’inversion 
s'écrit 


fr) = \ cth(nrG)P_yesulchr)de (0 <r< oo). (4.36) 


Soit, enfin, f(r) une fonction définie sur 0 < r < co, à variation 
bornée sur 0<e<7r< R< oc et supposons qu’existent les 
intégrales 
© 


1 dr 


CAANUCIES 


1/2 


OS 


Dans ces conditions on à la transformation 
= d 
f(r) = MOLOUES (Tr > 0), (4.37) 


(e) 


où K;.(r) est une fonction de Macdonald [116], dite transformation 
de Kantorovitch-Lébéder. La formule d’inversion s’écrit 


flr) = rsh(rr)f(r)Ku(r)dr (0 << r < co). (4.38) 


= 
r 


ous 8 


L'inconvénient des représentations des solutions à l’aide des 
transformations intégrales est la complexité de structure. Elles 
se représentent par des intégrales doubles puisqu'il faut tout 
d’abord calculer la transformée des fonctions données et ensuite, 
ayant déterminé la transformée de la fonction inconnue, passer 
à la fonction elle-même. Notons encore un inconvénient. Admettons 
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que la transformée est trouvée. Le problème d’inversion se ramène 
alors à la résolution d’une équation intégrale de première espèce. 
Pour la transformation de Laplace, par exemple, cette équation 
est de la forme 


\ f{æ)e-?= dx = F(p). 


La régularité du noyau de l’équation intégrale peut à un certain 
point niveler les singularités de la fonction f(x). La fonction F(?), 
elle, du fait de son analyticité, est une fonction très régulière et 
c’est pourquoi une variation brusque de la fonction f(x) dans un 
intervalle restreint aura beaucoup moins d’influence sur la trans- 
formée, ce qui conduira à l’instabilité de la réalisation numérique. 

On calcule les intégrales servant à la construction des trans- 
formées et des fonctions par intégration numérique usuelle par 
telles ou telles quadratures. Le cas d’un contour d’intégration 
illimité ne représente pas une difficulté sérieuse puisque de l’exis- 
tence des intégrales découle la possibilité de prendre un intervalle 
suffisamment grand, mais fini. Cependant une telle approche peut 
s’avérer très difficile à réaliser, en particulier du fait que les noyaux 
de certaines transformations intégrales (transformations de La- 
place et de Fourier, par exemple) sont des fonctions oscillatoires. 
Aussi 2-t-on élaboré des formules d’intégration spéciales tenant 
compte de la structure des noyaux [49]. 

Décrivons l’un des procédés de calcul concret de l’intégrale de la 
forme 


b 
\fte) cos px dx (4.39) 


sur l’intervalle [a, b], où f(x) est un polynôme. Appliquant la 
formule d’intégration par parties autant de fois qu’il le faut pour 
obtenir une dérivée d’ordre égal au degré du polynôme on obtient. 
l'expression 

d 


\r cos px dx — 


_. En | le 1e - —— + 


b—a 


|sn? + 


f'(b) 5 f'(a) ['"(b) = f'""(a) b ne a 
a ... | COS 
$ | = re + | p— | + 
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+ sin p 2e il f(b) — f{a) SPOROe. eos? 
P p° 


_ | FO)+r@) _ L'OEHT@ | | 
P° p° 


= | (4.40) 


b 
D'une façon analogue, pour l’intégrale \ f(x) sin px dx on a la 


formule 
bd 


(re sin px dx — 


— b+a }|f)+ f(a) _ f@) + fa) 
année {poire rose 


L@)—F@) __ _P@) 17") __— 
+[ = æ +... |cos > | 


cop ts [DR _ re + 


+ [sn + 


Joe 
... |Cos D 


di Er mes . RC NC Et AC Ts : sin ? = | . (4.41) 
P° p° 2 

Pour réaliser les calculs d’après ces formules il faut partager 

le contour d'intégration en des intervalles et effectuer sur chacun 

d’eux telle ou telle interpolation polynomiale. Utilisant à cet 


effet le polynôme de Legendre par exemple, on obtient l’expression 
suivante : 


On(T) Le fn = LL _— : 
PA(x) = Ë ares fr a)=(a—ar—2)... (22); 
où f, sont les valeurs de la fonction f(x) aux nœuds d’interpolation x,. 

Certains procédés de calcul des intégrales mettent à profit 
l’analyticité des transformées dans tel ou tel domaine, ce qui 
donne la possibilité d'utiliser l’appareïl de la théorie des résidus 
et le lemme de Jordan. 

Le lemme de Jordan permet d’utiliser la théorie des résidus 
pour le calcul d’une intégrale suivant une droite dans le domaine 
complexe. On considère pour cela un ensemble d’intervalles finis 
qui tendent à la limite vers la droite donnée. Les extrémités de 
chacun des intervalles sont réunies par un arc et la fonction donnée 
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sur la droite est prolongée par analyticité sur ces arcs. On à désor- 

mais affaire aux intégrales étendues à des contours fermés. Le 

cas où avec l’augmentation de la longueur de l’arc de jonction 

l'intégrale suivant cet arc tend vers zéro est mentionné spéciale- 

ment dans le lemme de Jordan. Les estimations recherchées 
s’obtiennent le plus simplement lorsque 
les arcs sont des arcs de cercle. 


Supposons que l'intégrale | g(z)e'* dz est 


prise suivant la droite Imz:— —a. La 
figure 3 montre l’un des contours de l’en- 
”- semble. Démontrons que si la fonction g(z) 
tend vers zéro uniformément par rapport 
à l’arg z (|z] — co), on à alors pour > 0 


Fig. 3. Contour d'intégra- lim | g(z)e'* dz = 0, 
tion. Fr 
Cr 
et par conséquent l'intégrale recherchée sera égale à la somme des 
résidus de la fonction g(z)je‘* dans le demi-plan Imz> —a. 
Notons que pour À < 0 le contour est situé sous la droite. 
Soit M, — max |g(z)|. Estimons les intégrales prises suivant 


les arcs 4B et CD'(ces arcs font défaut lorsque a < 0) : 
\ g(z)e dz| <M,e%a,R,< Mea (c- = arc sin +) 


AB, CD 


Les intégrales tendent vers zéro puisque M, —> 0 avec l’accroisse- 
ment de n. Estimons maintenant l’intégrale prise suivant BC à 
l’aide de l'inégalité 


—2R,9 
Leu) —e "ace 7, 
dans laquelle on s’est servi du fait que 12 + > Z. Donc 
P 
7/2 2R,9 
| \ g(s)é ae <M,R, \e + do — M, PU. — ea). 
BC Ô 


Ainsi, on à démontré que l’intégrale suivant l’arc tend vers 
Zéro. 
Le changement de variable p = iz permet de passer à l'intégrale 


\ ape" dp prise suivant la droite Rep = a. En fonction du signe 
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du paramètre À on choisira eomme contour complémentaire 
soit l'arc Cr (A> 0), soit l’arc Cr (x < 0) (fig. 4). 

Jlustrons notre exposé par la con- 
sidération de l’équation intégrale 


o(z) = 2 \ oz — yo(y)dy + f(x), (4.42) 


où v(t) — el (c> 0). Soit À < c/2. On 
peut alors montrer par calculs directs que 


Va) = — Fig. 4 a 
VZ 60 ig. 4. RUE intégra- 
D’après (4.25) on obtient l’expression de la fonction G(x): 
G(ax) = EE s 


V2= a + © — 201. 


Ainsi, le problème s'est ramené au calcul de l’intégrale 


CO 


1 ce du (4.43) 
gts) — TS \ a® + © — 2c) É 


les pôles de l'expression sous l’intégrale «,, — = iÿc’ — 2ca sont 
imaginaires. Posons { << 0. Dans ce cas en vertu du lemme de Jordan 
(a — 0) nous obtenons 


pe.) 
e—iat de : eat tes 
0 = DR ———| = 7 ———. 
ad + 2 — 2cù Ga — % Ves — 2cà 
—00 


Posant maintenant {> 0, choisissant le contour C: dans le demi- 
plan inférieur et changeant le sens d’intégration, on trouve 


Le.) 
etat da ; e— cat e—tVes—2:2 
0 Ne HR 


as + 2 — 2cÀ Ves — 20% 
— 00 


Réunissons les deux derniers résultats : 


_————————…—…—…——— == 7 mm © 
a + ©? — 20 Ve? — 2cÀ 


—oœo 


2 CS 
\ et Ja e-MiVa—2x 
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En vertu de (4.25), la solution de l'équation intégrale (4.42) est 
en définitive 


o(x) — 


C ss 
— - Le-yife-2 : : 
|: fu) ay + SW) (444) 
Envisageons un autre procédé de résolution des problèmes 
aux limites concernant des domaines de certaines classes, lorsque 
la solution est cherchée sous la forme d’une intégrale étendue au 
contour du domaine : 


u(z, 9) =\x(2, y, NF) dx, (4.45) 


le noyau (x, y, À) et, par conséquent, la fonction «(x, y) sont 
choisis tels qu'ils vérifient l’équation initiale aux dérivées par- 
tielles. Les conditions aux limites fournissent alors une équation 
intégrale de première espèce pour la fonction f(A) qu’on arrive à 
résoudre dans des cas particuliers *). 

On utilise assez souvent pour la construction d'équations de 
ce trpe des noyaux d’intégrale coïncidant avec les noyaux des 
transformations intégrales inverses, puisque les formules d’inver- 
sion permettent parfois de rame- 
ner les équations intégrales à des 
équations algébriques. 

Considérons en guise d’exemple le 
problème de Dirichlet pour un do- 
maine délimité par des arcs de cercle 
(fig. 5). Les calculs seront effectués 
dans un système de coordonnées 
bipolaire (x, B), lié aux coordon- 
nées cartésiennes par : 


: asha . ___ asinf ; 
= h 
Fig. 5. Lune dans un système de cha + cosÿ cha + cos f 
coordonnées bipolaire. (4.46) 


où a est un paramètre, égal à la moitié de la distance entre les 
sommets des petites lunes. Les courbes de coordonnées $ = const 
représentent des arcs de cercle passant par les points (a, 0) et 
(— a, 0) dans le système de coordonnées cartésiennes et les courbes 
de coordonnées « — const, des cercles qui leur sont orthogonaux. 

Les paramètres « et 8 varient entre — © et co. Pour une petite 
lune donnée le paramètre $ est compris entre B, < B < 2. 


*) A la différence de la méthode des potentiels (cf. $ 6), on utilise ici des noyaux 
illimités afin d’obtenir des équations intégrales de deuxième espèce. 
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La condition aux limites du problème de Dirichlet est de la 


forme 
J(œ; 31) = fifa), f(x, Be) = fox). (4.47) 
L'opérateur de Laplace en coordonnées bipolaires s’écrit 
1 d°f , o°f . a 
he de | a) (: cha + cos B | (2) 


La méthode de séparation des variables (cf. $ 10) permet d’obtenir 
les solutions particulières e+*e+%{(1 > 0) bornées aux angles. 
Il en découle que l’intégrale 


Île, 2) = e ( {LA Q)ShA(Be — 8) + 


+ A:(à) sh (8 — 8,)] cos x + [B,(à) sh hi + 0) 


B,(à) sh ÀA(B — SIN Àti —— (4.49 
+ BA) sh AB — B)]sin ha} (4.49) 
pour des fonctions arbitraires A,(A) et B(A) (2 = 1, 2) vérifie 
l’équation de Laplace. Substituant dans (4.49) B = B, et B = 6., 
nous obtenons les systèmes 

fic) = Pa \ (4, cos À«x + B, sin À) dà, 


0 
©œ 


f(x) = 7 (4, cos Àx + B, sin Àx) dA. 
‘ 0 


A l’aide des formules de cosinus- et sinus-transformations 
de Fourier (4.21) et (4.21”’) on trouve d’emblée la réponse 


©œ 


A;(À) = | fi(x) COS Aa da, 
© (4.50) 
BA) = + \ fa) sin 2x da. 


Comme on 2 noté au $ 1 (p. 4), les transformations intégrales 
permettent de ramener une classe définie d’équations intégrales 
(équations de Wiener-Hopf) au problème de factorisation (cf. [107 ]). 
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Considérons d’abord l’équation homogène de Wiener-Hopf 
ua) =| ce vutày (x > 0) (4.51) 
(4) 


dont le noyau est défini pour toutes les valeurs de l’argument de 
— 00 à co. Les équations de même structure, mais avec une borne 
inférieure égale à —co ont été considérées plus haut (cf. (4.22)). 
La solution de l’équation (4.51) est définie pour æ > 0. Mais 
comme la formule (4.51) permet de définir en outre la fonction 
u(z) sur la demi-droite æ << 0 également, nous admettrons u(x) 
définie sur tout l’axe réel. Introduisons les fonctions u,(x) et 
u_(x) telles que 
to is æ > 0, ie Le æ > 0, (4.52) 
0, æ < 0, u(æx), x < 0. 

Compte tenu des notations adoptées, récrivons maintenant l’équa- 

tion intégrale (4.51) et l’expression de u(x) pour x < 0: 


© 


u (a) = \ete ya (2>0), 
(e) 
(4.53) 
u_(5) = \ote — yhs(y)dy (x <0). 
0 
Ces deux égalités peuvent être représentées sous une forme unique 
u4(x) + u-(x) = \#t: — yjus(y) dy. (4.54) 
[e) 
Voyons comment la fonction w(&) (© = æ — y) se comporte 
à l’infini. Posons les conditions 
|o(T)| < Mey-° pour C—+ oo, 
(4.55) 
[o(&)| << Mer+° pour & —> —0co. 
11 découle de ces conditions que la transformée de Fourier 


V(z) de la fonction (©) est une fonction analytique dans la bande 
Y- < Imz< Yy.. 
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Nous considérerons seules les solutions de l’équation (4.51) 
qui vérifient la majoration |u,| < Me“ (u < y,), puisque dans 
le cas contraire l’intégrale n’existe pas. Majorons #_(x) : 


© (se) 


u_(z)< | etre 4 (y) dy = e* \ eu, (y) dy. 
0 0 


Par conséquent, 
[u_(x)| << Aer. 


Les majorations établies permettent de conclure que les trans- 
formées de Fourier U,(z) et U-_(:) des fonctions ,(x) et u_(x) 
sont des fonctions analytiques respectivement dans les demi-plans 
Yy>Yy- et y <yY.. Effectuons la transformation de Fourier des 
premier et second membres de (4.54). Moyennant la formule de 
convolution (4.20) on trouve 


UA(z) + U-(2) = V2rV(a)U (+). (4.56) 
Iutroduisons une fonction auxiliaire L(2) = 1 — YV2xV(z) et 
représentons-la sous la forme L(z) = L,(z)/L_(2), où L,(z) est 


analytique dans le demi-plan y > y-, et L_(z) dans le demi-plan 
4 < y;. On aboutit en définitive à la relation 


L()U4(2) = —L_(e)0 (2), (4.57) 


qui coincide avec (1.72). Donc U,(z) = P,(2)/L,(2) et opérant la 
transformation de Fourier inverse, nous obtenons la solution sous 
la forme 
au(x) = + \ e-ist EnO (4.58) 
V L+( 

La généralisation des résultats établis à une équation intégrale 
non homogène est évidente. 

Dans les transformations intégrales proposées plus haut le 
contour d'intégration était une droite ou une demi-droite. Arrêtons- 
nous au cas d’un contour d'intégration en forme de segment. 
Définissons la sinus-transformation de Fourier de 1a fonction f(x) 
sur l'intervalle [0, x] par 


F(p) = \sin px f(x) dx. (4.59) 


Ici p est un entier positif. Utilisons la théorie des séries de Fourier 
pour obtenir la formule d’inversion. Nous supposerons la fonction 
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f(x) développable en série de Fourier suivant les sinus. Les coeffi- 
cients du développement se déterminent alors par la formule 


a, = A paf(z)dx = 2 F(p). (4.60) 


0 


On voit que la transformée de Fourier coïncide} à un facteur 
près avec les coefficients correspondants du développement en 
série de Fourier, par conséquent la représentation de la fonction 
sous la forme de la série de Fourier reconstitue la fonction d’après 
sa transformée : 


fta) = 2 Ÿ sin prf(p). (4.61) 
= À, 


La cosinus-transformation de Fourier à évidemment pour 
expression 


LE 1 
LA 


ft») = \ cos paftz) dx (4:62) 


et la formule d’inversion s’écrit 


ftæ) = + f(0) + mp cos pzf(p). (4.63) 


$ 5. Equations intégrales et équations 
en séries duales 


Une classe importante d’équations intégrales est constituée 
par les équations intégrales à noyaux discontinus de structure 
bien déterminée, à savoir 


b 


\etetykts; my = fe) (a <a <e) (5.1) 


b 
\ sets y)dy = gtx) (e<z<b), (5.2) 


appelées équations intégrales duales. 
Une théorie générale de ces équations est inexistante, mais 
des méthodes efficaces de résolution ont pu être élaborées pour 
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des types spéciaux de noyau c(y)k(zx, y) et des valeurs a et b des 
bornes. Exposons quelques-unes des approches permettant de 
résoudre les équations (5.1) et (5.2). L’un des procédés consiste à 
définir l’équation (5.2) sur l’intervalle a < æ < c, ce qui conduit 
à l’équation unique 


gx) (a < z < c), 


(5.3) 
g(z) (c<x< b) 


b 
\ (YECE, y) dy = 


où g.(z) est une fonction connue. Si l’on arrive à résoudre l’équa- 
tion (5.3) moyennant telle ou telle formule d’inversion, alors 
b 


oÙy) = \ re y)0(x) de + \ ot; y, v)dx, (5.4) 


c 


où (x, y) est le noyau correspondant à l’inversion utilisée. 
Portant l'expression (5.4) dans l’équation (5.1) et changeant 
l’ordre d'intégration on obtient l’équation 


\ nee y)0(9) du = Fi) (a<x<c), (5.5) 


qui est une équation intégrale de première espèce, où 


b 
Fi(z) = f(x) — \a, y)(y) dy, 


b 


k(æ, 9) = \#ts Ejo(E, y)c(E) dE. 


Les questions relatives à sa réalisation numérique sont exposées 
au $ 16 de ce chapitre. 

Il est souvent possible de définir dans le second membre de 
(5.3) non pas la fonction g,(x), maïs un opérateur de celle-ci, 
le plus souvent un opérateur intégro-différentiel. Dans ce cas 
l'équation obtenue pour g,(x) peut s’avérer plus commode que 
l'équation (5.5). 

Une autre méthode de résolution des équations (5.1), (5.2) 
consiste à choisir un opérateur spécial À tel qu’à la suite de la 
substitution o(y) = Aw l’une des équations (5.1), (5.2) devienne 
identité. Les choses se simplifient lorsque l’une des fonctions, f 
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ou g, est identiquement nulle. Soit, par exemple, g = 0. Posons 


o(y) = \ k(y, t)ott) dt. (5.6) 


Ici la fonction £,(y, t) est choisie telle que 
b 
0 T>t 
k(x l)dy — - | 
NOFLULL ES st 
où N(x, t) est une fonction. 
Il est possible que par une telle substitution on ramène l’équa- 
tion (5.1) à l’équation d’Abel (2.37). 
Décrivons encore une méthode, dite méthode de régularisation. 
Elle utilise essentiellement la représentation 


c(y) = s(y)[1 + A(y)] (h(y) —> 0, y — co) (3.7) 


dans le cas où est connue la solution du couple d’équations 
b 


MOECLE y)dy = fx) (az <o), 


b 
\ sta y)dy = ga) (e < z<b). 


Récrivons (5.8) compte tenu de (5.7) et transférons dans le 
second membre les termes en À(y), il vient 
b 


\etete(e, y) dy — 


bd 
= jte) — (sttetute, dv (a<z<e), (5.9) 


\ stwE(e, dy = ga) (c<æ<b). 


Désignons par B l'opérateur d’inversion de l’équation (5.8). L’appli- 
quant à (5.9) nous parvenons à l'équation 
b 


e(z) + B (| s(y}h(y)p(y )k(z, y) ay) —F(z), (5.10) 
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où F(x) est la solution de l’équation (5.8). L’équation (5.10) est 
déjà une équation intégrale de deuxième espèce. 

On utilise souvent la méthode des opérateurs de transformation 
qui consiste à ramener, par des transformations spéciales, les 
équations (5.1) et (5.2) à une équation unique à second membre 
discontinu. 

Illustrons notre exposé sur l’exemple d’un couple d'équations 
du type [7] 


| Pme z)o(a)de =f(a) (0 <z<o), 


(5.11) 


() 
\ P_era(eh 2) LOUE L gr) (6 < x < co). 
cth (za) 
0 
Muiltiplions la première équation par sh æz(ch s — ch x)", 
intégrons par rapport à æ de O0 à s et dérivons par rapport à s. 
Quant à la seconde équation, multiplions-la par sh x(ch x — ch 8)": 
et intégrons par rapport à x de 8 (s > c) à co. En vertu des formules 


d 
9 La md 
V2 cos xs — — 


Ychs—chzx 


s 
\ P _17,+6a(CR z)sh x dx 


0 


O0 
| d P_ (ch x) sh x dr 
V2 sin as = —th (rx) — | "te, 
ds Vchz—chs 
S 
© 
P . (ch x) sh x dx 
œs = 
V2 © = th (ra) | 24, 
œ Ychz — chs 


Li 
S 
V2 sinæs __{ P_1,,,,5,(Ch z)sh x dx 
— D NT PT A em 
# Vchs — chz 


0 


nous parvenons aux équations 


V2 


f(x) cos as dx = G’(0,s) (0 < 8 < c), 


VS 


f(x) cos as da — H(s, oo) (c < 8 < co), 


sg 8 
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où 
t co 
G(0. 1) — g(œ) sh x da …. h(œ) sh x dx è 
À | ) \ Vs de F4 4 Vcha—chs 
0 î 


La formule d’inversion de la cosinus-transformée de Fourier (4.21) 
fournit l’expression explicite de la fonction f(x) sous la forme 


(x) = \ so, 8) cos as ds + \ ze, co) cos as ds. (5.12) 
2 
0 € 


A côté des procédés spéciaux examinés de résolution des équa- 
tions du type (5.1), (5.2) on utilise largement l’appareil de la théorie 
des fonctions analvtiques. Ainsi, par exemple, pour résoudre le 
couple d’équations 


\#et9,(02) dy = f(x) (0<x <1), 
(s) 


(5.13) 


© 


etre 0 (#71) 
(e) 
on exprime la fonction inconnue o(y) à l’aide de la transformation 
inverse de Mellin de sa transformée ®(s). Après le calcul de l’une 
des intégrales on obtient l’équation 
k+3oo 


1 24-ST IL + v + u —Ss)] D ii 
Ori Re D VU ds = f(x) (0<x<1 
\ F1 + v—-u+s)] (8) fx) )» 


R+ico 
_ 2TTPAG + vs) D(s)x-1ds —0 (rx>1). 
27i P{/2(1+ v + s)] 


k—500 
Il est ensuite utile d'introduire la fonction (5) 


PLA+v—-p—Ss)] 
= armme D 8 I PS 
x(8) (8) 2 EI (1 + v + s)] 


et d'intégrer avec le poids æz#-® (w étant un nombre complexe) 
la première équation entre 0 et 1 et la seconde entre 1 et co. Le 
changement de l’ordre d'intégration donne lieu à des intégrales 
du type Cauchy. Utilisant leurs propriétés on arrive à obtenir 
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une expression explicite de la fonction y(s). Citons le résultat 
définitif : 

r(v + 1) 
l(v+1+i/u) 


px) = (22) T s1epu(T). (5.14) 


Pour v=1,:——1ona 


T'/2) 


Aux équations intégrales du type (5.1), (5.2) s’apparentent 
les équations duales en séries dont la solution est une fonction 
d’argument entier. Elles apparaissent quand à une certaine étape 
de la résolution d’un problème aux limites on passe à la repré- 
sentation de la solution en série. Le problème se ramène alors à 
là détermination des coefficients de celle-ci. 

Considérons un exemple d’équations de ce genre : 


o(xz) — LOL org: (x) — “ue — COS c). 


Ÿ nd, cos nr = qg(xz) (0<x<i < 7), 
n =] 


(5.15) 


ÿ d, cos nx = 0 ([<x<T), 


CE | 


où d, sont les constantes inconnues. Introduisons la fonction 
auxiliaire 


h(z) = Ÿ nd,cosnr (l<æ<r). (5.16) 


CES 


Les quantités nd, ne sont autres que les coefficients de Fourier 
d’une fonction coïincidant sur l'intervalle [0, {] avec la fonction 
g(z) et sur l'intervalle [{, x] avec la fonction (x). Il est donc 
légitime d'écrire 


l 
nd, = = \aeo cos nt dt + | h(t) cos nt di. (5.17) 
0 ni 


Portant (5.17) dans la deuxième équation (5.15) et changeant 
l’ordre de sommation et d'intégration, on obtient 


[4 


29 (S Sr = -Aw(s ur L. (5.18) 


ñn =] n =] 
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Passons aux nouvelles variables €, © d’après les formules [34] 
cos æ = b + b,cosé, cost = b + b, cos, (5.19) 
où 


= — (cos 2 — 1), bd, = — (cos ? + 1). 


Avec la variation de æettentre Let x, les variables £ et © varieront 
entre 0 et x. 
Utilisant l'identité [31] 


> cos n{ cos nx 
| = 


1 
— 5 in2|cosx — cost}, 


nh1 n 


on montre qu'est vérifiée l’égalité 
cos n£ cos n£ | 


Ami +$ 


fn ] 


Y cos n{ cos nt _ 
#3 em n 


1 n 
ce qui permet de récrire l’équation (5.18) sous la forme 


ice fn + ete | Lo) (522) 


CES | 


(O0 < 6 < 7), 
où 
I 
Q(E) = \ am 218 + b, cos & — cost! dt, 
R 
[e) 
dt __Ycosl— cost 

X  V2sin (1/2) 


Supposant la fonction Q(E) développable en série : 
: 1 cd - 
Q(E) = —Qo + S 9, COS NE; (5.22) 
2 fm] 
développons aussi en série le produit de fonctions 


R[#(L)] = Ÿ ëmCos(m—1l}X (0<T< 7x). (5.23) 


991 em ] 
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Portant (5.22) et (5.23) dans (5.21) et égalant les coefficients des 
mêmes fonctions trigonométriques, on aboutit aux égalités 


D + , an=(m—1}Qn (m—2,3,...) (5.24) 


Donnons aussi l’expression de la fonction A(t) : 


Ycos { — cos 1 2in b, 


RELLICOR | + SnQ,T, | : 


Ycos I! — cost ni b, 


h(t) = V2 sin (2) reet DELE cos ne | = 


Ici T,(z) sont des polynômes de Tchébychev de première espèce. 

Notons en conclusion que les couples d'équations intégrales du 
type (5.1), (5.2) et d'équations en série d’une classe déterminée 
peuvent être ramenés à des systèmes algébriques infinis [2]. 


$ 6. Fonetions harmoniques. Méthodes du potentiel 


On a proposé plus haut (au $ 4) pour résoudre les problèmes 
aux limites d'utiliser telle ou telle représentation intégrale vérifiant 
identiquement l’équation différentielle pour une fonction arbi- 
traire entrant dans la représentation. Cette fonction était solution 
de l'équation intégrale correspondant au problème aux limites 
considéré. Les noyaux des représentations intégrales étaient choisis 
de façon que les équations intégrales (de première espèce) se résol- 
vent à l’aide de procédés spéciaux. 

Plus populaire est en physique mathématique la méthode 
selon laquelle on cherche la solution toujours sous la forme d’une 
intégrale, mais le noyau est choisi de façon que la détermination 
de la fonction arbitraire se ramène à la résolution d'équations 
intégrales classiques. Les représentations correspondantes sont 
dites potentiels. Nous commencerons l’étude des méthodes de la 
théorie du potentiel par l’examen de l’équation de Laplace. Soient 
p et q des points de l’espace. On peut montrer que la fonction 


Cr(?, g)]7? (6.1) 


en tant que fonction du point p pour une position fixée du point 
q vérifie l’équation de Laplace partout sauf au point g. Il est 
évident que toute somme de ces fonctions, dites fonctions fonda- 
mentales, vérifie l'équation de Laplace. En particulier, l’intégrale 
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sommable 


r(P;, 9) 


S 


Fe dS (6.2) 


(où $ est une surface quelconque et o(g) une fonction arbitraire) 


vérifie l'équation de Laplace dans tout l’espace à l’exception de la 
surface S. 


Le potentiel (6.2) s'appelle potentiel de couche simple et la 
fonction o(q), sa densité. 


Dans le cas d’un espace bidimensionnel la fonction fondamen- 
tale est 


In r(?, q). (6.3) 


Soient deux fonctions uw, ve C‘? (Q). Considérons l'intégrale 


v AudQ. Appliquant la formule d'intégration par parties on 


établit l’identité 


_ Se Ou dv du ü 
: Au dQ = 40 + |: 45, (6.4) 
£ S 


dite première formule de Green de l’opérateur de Laplace. 
Posant en particulier v = , on obtient 


\mauac = — \E (2) 20 + nanas = 
n 
à 3 


[9 } 


- | (rad ur an + (un dtas. (6.5) 


Dans le cas où v = 1 


Au dQ — \2 as: 
on 
S 
Si, en particulier, « est une fonction harmonique, on a 


(25 = 0. (6.6) 
on 


S 
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On appelle deuxième formule de Green l'identité qui se tire 
aisément de (6.5): 


\e Ju — uw Av)dQ = \ — Ù . ds. (6.1) 
E 


Donnons-nous dans Q un point p et construisons une boule de 
rayon £ centrée en ce point. Désignons la boule par (2, et sa surface 
par $.. Appliquons la formule (6.7) supposant comme auparavant 
la fonction « arbitraire et la fonction v solution fondamentale de 
(6.1) (ou de (6.3) dans le cas de deux dimensions) admettant une 
singularité au point p. Le domaine d'intégration sera Q\XQ,.. 
Compte tenu des propriétés des fonctions (6.1) on obtient 


Au(q) dA — 
r 


=\ Le À ŒIE L \ ee se “| dS. (6.8) 
r On on\r e on e° 
S Se 


Réalisons maintenant le passage à la limite pour € — 0. Cher- 
chons à estimer la deuxième intégrale de droite, seule qui nécessite 
une étude détaillée. Etant donné la continuité des dérivées pre- 
mières de la fonction 4, cette intégrale est bornée (si |du/üx;l <M, 
on a |0ujün| < 3M). Par conséquent, 


as. 
| € on 


Se 


< 127We. (6.9) 


‘ 


Considérons maintenant s\nas. et passons à la limite sous le 
€ 


Se 


signe d'intégration : 


lim + \uas. — 4ru(p). (6.10) 
Se 


Ctilisant les relations (6.8) à (6.10) on trouve définitivement 


u(?) = \ Ee _u =() as — ri rs dQ. (6.11) 
. 7e r 
S £a 


r on r 
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La représentation intégrale se simplifie si u(p) est harmonique 
dans le domaine (2. Pour les cas tri-et bidimensionnels elle sera 


u(?) = = ee 7 =) dS, (6.12) 
S 


u(D) = = [n(+) _ — 4 (we) as. (6.13) 
E 


Remarquons qu’en choisissant le point p en dehors du domaine 
Q nous obtenons de (6.7) une identité vraie pour toute fonction 
harmonique dans Q : 


0 = = Er — +0) ds (péQ), (6.14) 
S 
1 1) Ou 0 1 
0 = =\ [n() _ “+ (n)] ds (péQ) (6.15) 
S 


On obtient des formules analogues lorsque le domaine contient le 
point à l’infini : 


1 1 du 9 f1 
= \f-ut(f)]as œen, 616) 
S 
D) == =\ [in (F) =. a (e 7) dS (pEQ). (6.17) 
27 r }on on r 
S 
Respectivement pour les points p # { : 
= L\|ror [Tr 
0 — ra | u À GIE (pé Q), (6.18) 
S 


= [nf fni)]as (péQ). (6.19) 


Remarquons que les formules (6.16) à (6.19) ne sont valables 
que Si 


[u(p)| < C/R (R — co), (6.20) 


où R est la distance du point » à l’origine des coordonnées. Nous 
supposerons Cette inégalité toujours vérifiée. 
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Soulignons certaines propriétés des fonctions harmoniques. 
Avant tout, elles sont indéfiniment différentiables. La valeur 
moyenne d’une fonction, harmonique dans une boule et continue 
dans celle-ci jusqu’à la frontière, est égale à sa valeur au centre 
de la boule. La réciproque est également vraie: une fonction 
définie dans un domaine et telle que sa valeur moyenne dans une 
boule quelconque soit égale à sa valeur au centre de la boule est 
harmonique. Le minimum et le maximum des fonctions harmoni- 
ques sont atteints sur la frontière. Cette assertion découle immédia- 
tement du théorème sur la valeur moyenne d’une fonction. En 
effet, si le minimum (resp. le maximum) d’une fonction harmonique 
est atteint en un point intérieur, la moyenne de cette fonction dans 
une boule quelconque centrée en ce point sera supérieure (resp. 
inférieure) à sa valeur au centre. 

Trois classes spéciales de fonctions sont utilisées pour faire 
l’étude des fonctions harmoniques : les potentiels de couche simple 
(dont on a déjà parlé), de couche double et le potentiel de volume. 

On appelle potentiel de couche simple dans les cas tri- et bidi- 
mensionnels les intégrales du type 


ptp) =|-2 as, p@) =\n r (y, g) =(a)4S. (6.21) 
S S 


De même pour les potentiels de couche double 


r 


W(?) = \ eo À (1)4s, tp) = | (9 2-(nr)as. (6.22 
S S 


Ici 4/ôn est la dérivée suivant la normale extérieure à $, au point 
g, supposée positive. 
Le potentiel de volume a pour expression 


U(p) = has U(?) = (ginrdQ. (6.23) 


Dans ces représentations la fonction ®(q) est la densité. 

Citons quelques propriétés de ces potentiels (cf. par exemple 
(33, 981) expliquant leur rôle en théorie des fonctions harmoniques. 
Dans le cas des potentiels de couche simple et double, il est évident 
que si les densités sont sommables sur S$, les potentiels sont des 
fonctions harmoniques à l’intérieur et à l’extérieur de $. Si pour 
l’intérieur de S (désigné par D*) la démonstration se ramène au 
calcul de toutes les dérivées secondes par rapport aux coordonnées 
du point », pour l’extérieur de S (désigné par D”) il faut en outre 


7 
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vérifier l'inégalité (6.20). En effet, 


|?(g)1 dS 


S ____ © € + 9 
PA min r(p, 9) — mini@p®  R SR 
ge 


Pour le potentiel W(p) nous avons une estimation beaucoup plus 
forte 
|W(p)l < C/R®. (6.25) 


D’autres propriétés des potentiels de couche simple et double 
n'apparaissent que si l’on impose des contraintes supplémentaires 
à la forme de la surface S. Nous supposerons que cette surface 
(courbe dans le cas de deux dimensions) est une surface de Lia- 
pounov si en tout point est définie la normale #(q) et si 


+(g a) < Ar° (0<ê<1), 


où y est l’angle formé par les normales en deux points de la surface, 
éloignés l’un de l’autre d’une distance r. On demande également 
qu’il existe un nombre & tel que les droites parallèles à la normale 
en un point g de S ne coupent pas plus d’une fois sa partie située 
à l’intérieur d’une boule de raron d centrée au point g. Par con- 
séquent, l’équation de la surface au voisinage d’un point quelcon- 
que peut être représentée dans un repère local sous la forme 


ê Li ap 62) (fe C®), (6.26) 


où =, est dirigée suivant la normale à la surface. 

Supposons que f(%,, 2) e C', i.e. que la fonction admet une 
dérivée k-ième de classe H.-L. d’indice «. On dit alors que la surface 
est de classe V (x). Plus exactement, une surface de classe V,(0) 
est dite surface régulière, la surface de classe V,(x), surface de Lia- 
pounov et la surface de classe V,(0), surface à courbure continue. 

Considérons le potentiel de couche double (6.22) dont on à 
déjà indiqué les propriétés dans le cas où le point p est situé à 
l’intérieur ou à l’extérieur de la surface. Ce potentiel à cependant 
un sens même lorsque le point p appartient à la surface. Dans ce 
cas sa valeur est dite directe. Il est vrai qu’on doit exiger de plus 
que la densité soit une fonction continue. Le potentiel lui aussi sera 
alors une fonction continue sur la surface. Outre la valeur directe 
du potentiel sur la surface, on introduit en considération les valeurs 
limites du potentiel de couche double de l’intérieur W* et de 
l'extérieur W-. Dans ce cas ont lieu les égalités 


W(g) = + 279(g) + W(a), (6.27) 
où (g) est la valeur directe. 
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Signalons encore une relation, dite intégrale de Gauss 


dE 47, DeD*, 
+ () ds, — lo, peD. (6.28) 
S dre PE S, 


qui admet une interprétation géométrique très évidente : c'est 
l’angle solide sous lequel la surface S (en général non obligatoire- 
ment fermée) est vue du point p. 

Passons à la considération du potentiel de couche simple. 
L'expression (6.21) à également un sens lorsque les points p appar- 
tiennent à la surface S. Dans ce cas les valeurs directe et limite 
(de l’intérieur et de l’extérieur) sont les mêmes. Donc, le potentiel 
de couche simple est une fonction continue dans tout l’espace. 

L’exposé ultérieur nécessite l'introduction d’une nouvelle 
notion. Nous dirons que la fonction définie dans un domaine 
admet à sa frontière S une dérivée normale régulière, si existe la 
limite continue 


lim 220) , (6.29) 
p—g on 


où le point p appartient à la normale passant par le point gq (la 
convergence est supposée uniforme). 

Revenons au potentiel de couche simple. Soient g' un point 
de $ et p un point de la normale passant par q’. Par différentiation 
immédiate de l'expression (6.21) suivant la direction de n(q') 
on obtient l'expression de la dérivée du potentiel de couche simple 


suivant la normale : 

a V(p) a [1 : 

SANT LE RER dS. 6.30 

EPP F- SEC $ (6.30) 
S 


Dans le cas où le point p dans l'expression (6.30) est un point 
de la surface, on parle de valeur directe de la dérivée normale du 
potentiel de couche simple 6V/ün. Quant à l'expression (6.30), 
elle admettra lorsque la densité est continue et la surface est une 
surface de Liapounov les valeurs limites 6V+/ôn de l’intérieur et 
ôV-/On de l’extérieur. En d’autres termes, le potentiel de couche 
simple admet une dérivée normale régulière. Les valeurs limites 
et la valeur directe de la dérivée normale sont liées par 


2V* | ov 


où 0V/ün est la valeur de l'intégrale (6.30). 
En ce qui concerne les dérivées normales du potentiel de couche 
double, on 2 la proposition suivante (dite théorème de Liapowr@r- 


100 APPAREIL MATHEMATIQUE DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ (CH. TI 


Taubert). Si la dérivée normale du potentiel de couche double 
admet une valeur limite d’un côté, elle l’admet de l’autre, de plus 


OW+ _9W=-. (6.31) 
ôn on 
Passons à la considération du potentiel de volume (de Newton) 


U(p) =\-®. 40. 
(P) | )) 
D 

Il est évident que partout à l’extérieur du domaine D il repré- 
sente une fonction harmonique. Aux points intérieurs à D c’est 
une fonction continue (à condition que soit continue la densité), 
puisque l'intégrale s’avère uniformément convergente. Il en est 
de même des dérivées premières : 


OU(p) 7e (q) (ys — x) dQ (à — 1,2 3). 
ôz, rà di 


D 


Calculons l'opérateur de Laplace. Choisissons un point ?, et 
traçons une boule de raron € centrée en ce point. Le potentiel 
peut alors être représenté sous la forme d’une somme de deux 
intégrales : l’une étendue à cette boule U, et l’autre étendue à 
l’extérieur de la boule. La dernière intégrale représentant une 
fonction harmonique, il ne reste qu’à calculer les dérivées secondes 
de la première intégrale. Utilisons l'identité 

Hz _ __ 9 |e@], 2e@ 1 
(9) “| È ]+ ne. 
vraie quand 2(q) admet des dérivées continues. Dans ce cas 


QU) _ \ d@ 1 70 — 2® jy, dy, 
dx: y r r 
Ig—po'<e _ l-pi=e 
(2, 7, À — 1, 2,3; 3 À £ 1). 

Comme chaque terme du second membre admet des dérivées 
premières, l'intégrale considérée (étendue à la boule) admettra 
des dérivées secondes. L'expression de l'opérateur de Laplace 
prend la forme 


AU(D:) — 
_ Ér Ê De — 22 us) 40 — 
Oyx r%(q, Po)  OYa TG Po)  OUs T°(Q Po) 
Ig-p1<e 
0 0 0 
—. (#55 dy: dys + Be > # dy dYs + Se 3 = dy dus) ” 


19—-Pol=E 
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L'intégrale de volume est majorée par 12Mre (où M est la 
valeur maximale des dérivées) et pour s — 0 converge vers 0. 
L'intégrale étendue à la surface de la boule est 


_ e(g)dS, 


2 
19- Pol =€ 
ce qui à la limite donne la grandeur 472(?,). 
On 2 l'égalité 
AU = — 4x. (6.32) 


La relation (6.32) est très utile. Elle permet de passer directe- 
ment de l’équation de Laplace avec second membre à l’équation 
homogèñe moyennant une solution particulière de la première, 
donnée par le potentiel de volume. 

Soit maintenant l’équation d’onde 

Au — DRE F (a = const). (6.33) 
a of 
Nous admettons que les fonctions F et « sont des fonctions pério- 
diques du temps t les plus simples : 


F = 008 ot — #_ sin wt, (6.34) 
a où 
U = %, COS ol — 1, Sin wf, (6.35) 


Ts Vo f1 et f2 ne dépendant pas du temps, « un nombre donné, 
appelé pulsation. 

Les fonctions cos œt et sin wtétant linéairement indépendantes, 
portant (6.34) et (6.35) dans l’équation (6.33), on obtient deux 


équations 
(: = 2), (6.36) 
q 


qu’il est commode d'écrire sous la forme d’une seule équation 
pour les fonctions complexes © = %, + iv, et f = f, + if, : 


Ao + ko = — L. (6.37) 
a 
L’équation (6.37) (et, bien entendu, (6.36)) est dite équation 
d’'Helmholtz avec second membre. La fonction # est l’amplitude 
complexe et f, la force d’excitation complexe. La fonction w s'exprime 
à l’aide de la fonction comme suit : 


u = Re[veï!]. (6.38) 
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Pour f = 0 cherchons la solution de l’équation (6.37) dépendant 
uniquement de 7. On aura à résoudre une équation différentielle 
ordinaire de second ordre, dont les solutions sont les fonctions 


L 2 
D—=—e "*, v — —e*"; (6.39) 
r [a 
passant à la fonction « on trouve 
eilot—kr) eflot+kr) 
U=Re——, ù, = Re —. (6.10) 
r r 


Fixons en un point arbitraire, à un instant quelconque du temps, 
l valeur de l’amplitude et suivons la variation dans le temps de la 
position du point d'amplitude constante. Il découle de la première 
formule (6.40) que le point observé s’éloigne dans l'infini et la 
solution est appelée onde sphérique divergente. La seconde solution 
donne lieu à une onde sphérique convergente. 

La fonction 1/re‘ joue le même rôle dans l’équation d’'Helm- 
holtz que 1/r dans l’équation de Laplace. Elle s’appelle également 
fonction fondamentale et sert de base pour la construction des 
potentiels de couche simple, de couche double et de volume. Ces 
potentiels jouissent des mêmes propriétés (cf. (6.27), (6.31)) que 
les potentiels de l'équation de Laplace et de la formule de Green. 
Signalons une seule différence. Il à été indiqué que les formules 
(6.16)-(6.19) sont valables pour les fonctions vérifiant à l'infini 
l’inégalité (6.20). Dans le cas des équations d’'Helmholtz on intro- 
duit la contrainte 

e=o(=); Dr (=): (6.41) 
r , or r 
appelée condition de rayonnement (il est démontré que la première 
condition découle de la seconde [113]). 

Remarquons que la fonction v,(p, q) et par conséquent le poten- 
tiel correspondant de couche simple vérifient ces conditions (et 
d’autant plus le potentiel de couche double). 

Dans le cas de deux dimensions la solution fondamentale est 

K{ikr), (6.42) 
où Æ(P) est une fonction cylindrique d'ordre zéro d'argument 
imaginaire, c’est-à-dire une fonction qui est solution de l'équation 

du 1 du 


— — u = 0 
dp* P dp 
et représentable sous la forme de l'intégrale 


\ e-r#( 2 — 1)-12 dE. 


1 
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$S 7. Problèmes de Dirichlet et de Neumann 


Considérons les problèmes aux limites pour l’équation de La- 
place. Soit Q un domaine fini, délimité par une frontière régulière 
par morceaux S. Le problème intérieur de Dirichlet (D') pour 
l'équation de Laplace consiste à déterminer dans le domaine Q 
une fonction «(p) de classe C'?(Q)nC(Q) vérifiant l'équation de 
Laplace et admettant sur la frontière S la valeur donnée 


ne u(p) = F(g) (ge S). (7.1) 


Le problème intérieur de Neumann (N°) consiste à déterminer 


dans le domaine © une fonction de classe C*(Q) n C(Q) vérifiant 
l'équation de Laplace et la condition 


lim 2@) = p,(q) (7.2) 
pq On(q) 


aux points de la surface admettant une normale (le point ? est 
situé sur la normale à la surface au point q). 

La formulation des problèmes extérieurs de Dirichlet (D°) et 
de Neumann (N°) comporte en outre une contrainte du type (6.20) 
sur le comportement de la fonction à l'infini. 

‘Pour le problème de Neumann nous exigerons de plus que la 
surface soit régulière, en d’autres termes, que la fonction f (cf. 
(6.26)) soit de classe C? et que la fonction inconnue admette une 
dérivée régulière. 

Les problèmes extérieur et intérieur de Dirichlet admettent 
une solution unique. Dans le cas contraire, en effet, il existerait 
une solution vérifiant des conditions aux limites nulles, mais 
d’après le principe du maximum pour les fonctions harmoniques 
une telle solution doit être identiquement nulle. 

La solution du problème intérieur de Neumann n’est évidem- 
ment pas unique, puisque l’adjonction d’une constante additive 
n’a aucune influence sur la condition aux limites (7.2). On peut 
dire que la solution du problème intérieur de Neumann est unique 
à un terme additif près. La solution du problème extérieur est 
unique sans aucunes restrictions. 

Notons un fait concernant le problème intérieur de Neumann. 
Rappelons l'identité (6.6): 


| as = 0, 
on 
S 


vraie pour toute fonction harmonique dans un domaine fini. 
Pour le problème aux limites de Neumann (Gu/ôn étant une 
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fonction donnée) cette identité représente la condition nécessaire 
de résolubilité du problème. Ecrivons-la sous la forme 


\ F0) as = 0. (7.3) 


S 


Passons à l’élaboration et à l’étude des équations intégrales 
correspondant aux problèmes de Dirichlet et de Neumann. Lors 
de l’étude de ces problèmes nous supposerons la surface frontière 
une surface de Liapounov et les conditions aux limites — les 
fonctions F, et F, — des fonctions continues. 

Nous représenterons la solution de ces problèmes sous la forme 
de potentiels de couches simple et double, les choisissant de manière 
à obtenir en définitive des équations intégrales de deuxième espèce. 
Nous rechercherons la solutivn du problème de Dirichlet sous la 
forme d’un potentiel de couche double (6.22). Effectuant confor- 
mément à (6.27) le passage à la limite vers les points de la surface 
nous obtenons les équations 


_2r9(9) + ea) 2 ne | de = Fi(9) 


r(g, q) 
(pour le problème D‘), (%.4) 


| dSy = F,(q) 


2re(g) + \ g(d') ru 


S 


r(q, 9) 


(pour le problème D*). (7.5) 


Nous rechercherons la solution du problème de Neumann sous 
la forme d’un potentiel de couche simple (6.21). Le passage à la 
limite conformément à (6.31) nous conduit aux équations 


2x p(q) + \ p(q lee if | dSs = F:(q) 
" $ 


r(q, 47) 
(pour le problème Nf), (7.6) 


|ase = F,(Q) 


—27xp(q) + \ p(g = a Pi es 
S 


(pour le problème N“). (7.7) 


Remarquons que les équations des problèmes de Dirichlet et de 
Neumann sont associées. 

Récrivons les équations (7.4-7.7) dans la forme classique des 
équations de Fredholm en introduisant un paramètre À et en 
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représentant le noyau sous forme symbolique. Pour le problème 
de Dirichlet nous avons 


el) — A | kg, D eta)d8e = F(a). (7.8) 

S 
Pour À = 1 et F(q) = — _ ,(g) on à le problème D' et pour 
cÈ: 
27 
De même pour le problème de Neumann 


À = —let F(q) — :(g), le problème D". 


ÿ() — (+ (@ a') Ya’) dSe = F(Q). (7.9) 


S 


Pour À = —1 et F(q) — — F9) on à le problème N‘et pour 
Te 


À = 1 et F(q) — — —F.(9), le problème N° (la notation 


adoptée pour la densité dans l’équation (7.9) souligne que celle-ci 
est associée à (7.8)). 

D’après le $2, toute solution de ces équations, de carré 
sommable, est une fonction continue. 

On effectue l’étude des équations intégrales (7.8) et (7.9) en 
combinant les principes fondamentaux de la théorie générale des 
équations intégrales avec les propriétés énoncées plus haut des 
fonctions harmoniques et les théorèmes d’unicité des problèmes 
aux limites. 

Démontrons que les équations (7.8) et (7.9) pour À = 1 (c’est-à- 
dire pour les problèmes D‘ et N°) admettent une solution pour des 
seconds membres arbitraires (mais, bien entendu, continus). 

Pour À = 1, considérons l’équation homogène correspondant 
à (7.9), et soit dY,(q) l’une quelconque de ces solutions. C’est néces- 
sairement une fonction continue et le potentiel de couche simple 
V(p) = V(?, L) qu’elle définit admet la dérivée normale exté- 
rieure à S régulière et nulle. Mais alors, étant donné l’unicité du 
problème extérieur de Neumann, le potentiel sera lui-même identi- 
quement nul. D’autre part, comme on a noté, le potentiel de couche 
simple représente une fonction continue dans l’espace tou’ entier. 
Donc, à l’intérieur de S c’est une fonction harmonique admettant 
sur la frontière une valeur nulle. Telle fonction ne peut être que 
nulle et nulle est la valeur limite de sa dérivée normale. Mais comme 
la densité du potentiel de couche simple représente d’après (6.31) 
un saut des dérivées normales de l’extérieur et de l’intérieur, la 
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fonction Ÿ,(q) s'avère identiquement nulle. Par conséquent, l’équa- 
tion (:.9) pour À = L est toujours résoluble (et donc le problème 
aux limites aussi). L’équation (75.9) étant associée à (7.8), cette 
équation et le problème D‘ sont toujours résolubles. 

Passons à l’étude des équations (7.8) et (7.9) pour À — —1 
(c’est-à-dire pour les problèmes D° et N‘). Examinons l'équation 
(7.8) qui admet (en vertu du théorème de Gauss (6.28)) la solution 


évidente ©, = 1. Donc À = —1 est valeur propre de l’équation. 
Ainsi, nous pouvons affirmer que l’équation (7.9) (en tant qu’asso- 
ciée) admettra pour À — —1 des fonctions propres. Montrons 


qu’elle en admet une seule. Désignant cette fonction par 4, ct la 
considérant comme densité formons le potentiel de couche simple 
V(p, %o)- La valeur limite de la dérivée normale du potentiel de 
l’intérieur étant égale à zéro, le potentiel sera lui-même égal à 
une certaine constante c,. Supposant que l'équation (7.9) admet 
pour À = —1 encore une solution, d,, linéairement indépendante 
de &,, le potentiel V{p, 4.) sera alors égal à c,. Formons mainte- 
nant la densité d, = c;4, — ©%,, fonction propre de même. Dans 
ce cas le potentiel V(?, L.) sera nul dans D* et donc dans D-. 
De ce fait sa densité 4, sera identiquement nulle, et les fonctions 
Y et Ÿ, linéairement dépendantes. Par conséquent, l'équation 
(7.8) n’admettra qu’une seule fonction propre, celle dont il à été 
question plus haut. 


Ainsi pour À = —1 l’équation (7.9) sera résoluble si est remplie 
la condition d’orthogonalité (2.25) : 
\ rc dS = 0. (7.10) 


> 


Cette condition n’est autre que la condition (7.3) établie précé- 
demment de résolubilité du problème aux limites de Neumann AN‘ 
et doit donc être automatiquement satisfaite d’après la position 
du problème. Or, la solution de l’équation intégrale se compose 
de la solution particulière de l’équation non homogène et de la 
fonction propre, dont la détermination n’est d’aucun intérêt pour 
la résolution des problèmes aux limites puisque sa présence dans 
l'expression du potentiel engendre seule l'apparition d’une 
constante additive figurant dans la solution d’après la position 
du problème. 

La résolubilité du problème D‘ dépend également d’une condi- 
tion, mais ici la fonction propre est encore à trouver et c’est pour- 
quoi il est difficile de s’en assurer directement, d’autant plus qu’en 
général cette condition ne sera pas remplie puisqu’à la différence 
du problème N'! la condition aux limites n’est ici soumise à aucune 
contrainte dont la violation rende le problème irrésoluble. Remar- 
quons que la représentation de la solution du problème D‘ sous 
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forme de potentiel de couche double conduit automatiquement 
à ce que la fonction harmonique recherchée décroisse à l’infini 
comme 1l/R°, ce qui n’est pas demandé par la position du 
problème. 

Des procédés basés sur une modification des représentations 
de la fonction harmonique et conduisant à des équations intégrales 
toujours résolubles, en particulier dans le cas du problème D", 
seront exposés dans la suite lors de la considération des problèmes 
de la théorie du potentiel pour des domaines délimités par plusieurs 
surfaces. 

Certaines propriétés de la résolvante des équations intégrales 
(7.8) et (7.9) ont été effectivement établies plus haut, à savoir 
que le point À — 1 n’est pas pôle de la résolvante, alors que le 
point À — —1 l’est. Etablissons maintenant quelques propriétés 
moins évidentes de la résolvante. Nos considérations porteront 
sur l’équation (7.9). Les propriétés analogues de l’équation (7.8) 
seront tirées automatiquement du fait qu’elle est associée 
à (7.9). 

Démontrons que toutes les valeurs propres de l’équation (7.9) 
sont réelles et en valeur absolue non inférieures à 1. Etablissons 
au préalable quelques relations auxiliaires. Il est nécessaire dans 
notre cas comme dans celui du problème aux limites de Riemann 
d'élaborer pour résoudre l’équation intégrale singulière une rela- 
tion équivalente à l’équation (7.9) faisant intervenir les valeurs 
limites (de l’intérieur et de l’extérieur) du potentiel de couche 
simple, dont la solution cherchée de l’équation intégrale soit la 
densité. Moyennant la formule (6.31) nous obtenons la relation 


an a+) ver (7.11) 
on on 


Appliquant maintenant la formule de Green (6.5) aux potentiels 
Vip). et V‘(p) nous sommes conduits aux égalités 


\ V{(q) _ Vi as = \ (grad V}°dQ, 
n 
s D* (7.12) 
\ 7e) _ V< dS = — \ (gra V}:4Q, 
S D- 


metrant que le premier membre de la première égalité est toujours 
positif et de la seconde, négatif. Appliquant alors la seconde iden- 
tité de Green (6.7) aux potentiels V(?; Ve) et V(p, 4.) formés à 
l’aide de deux densités différentes %, et %, nous obtenons les 
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\ [v#@ Va) + F'{(g Ye) a v(q, Us) _ V(q, d | dS — 0, 
(7.13) 
\ Le Ya) _ Va, Vo) nu Va, ds) + V“{(q, d. | dS = 0. 

S 


Supposons que l’équation homogène (7.9) admet une solution 
non triviale 4, — 49 + i4$ pour À = À +iX. Considérant cha- 
cune des fonctions 49 et 4? comme densité, formons les potentiels 
V(p, Ya) et V(p, 45). Le potentiel complexe V(p, do) — V(p, 4) + 
+ 2V(p, 49) doit vérifier l'équation homogène (7.11) pour À = : 


(1 — 29) Lg, 42) + PH, 09) = 
= (1 + 0) [VAS V9) + Va, 40]. 


Multiplions les deux membres de cette équation par V(q, de) — 
— iV(q, d?) et intégrons sur la surface S. Ceci donne 


20) [rie 69 2 pa, 48 + Pr do via up ]as = 


S 
=(1+n9)| | va de) 2 F4) + Va, 49) 2 Va, 49 | ds. (T.14) 
S 


La première intégrale est d’après (7.12) toujours positive et 
différente de zéro, et la seconde, négative. Donc, la relation 
(1 — X)/(1 + à) est réelle et négative et À, est réel et non inférieur 
en valeur absolue à l’unité, c.q.f.d. 

Démontrons en outre que toutes les valeurs propres sont 
simples, autrement dit que la résolvante n’admet que des pôles 
du premier ordre (dits pôles simples). Soit À, un pôle d’ordre supé- 
rieur à l’unité. Dans ce cas, conformément aux formules (2.16) et 
(2.16’) il existe sur S deux fonctions 4, et 4, vérifiant les relations 


ÿ(9) = à H(g', a) d.(a') dSe, 
(7.45) 
data) — to) = MALTE 9) (a) 48. 


S 
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Exprimons ces égalités à l’aide des potentiels F(p, 4.) et 
V(?; Lo) : 


CRT _ 9 ge e 
(gs Ÿa) A V4(q; Ÿa) 


= À F "1(q; Va) + + V“(q; + | 
(7.16) 


0 -—- 9 € LA =: LA L — 
On L ‘(4 Ÿa) ne Sn L4 (g Ya) Ss On LAUE Ve) ôn L (q Us) + 


4 8 … 
= À = V{(q, à) + 3x V“(g, )| . 


Muiltiplions la première égalité par V(q, 4) et la seconde par 
F(q, L), ajoutons et intégrons sur la surface $. Compte tenu de 
(7.13), nous obtenons 


| Pad.) 3 Vi 4) 48 | Fa ho) Fa m)ds. (FA 
S S 


11 découle des relations (7.12) que les premier et second membres 
de l'égalité (7.17) sont de signes différents, le premier membre 
étant par ailleurs non nul. La contradiction obtenue démontre 
que tous les pôles de la résolvante sont simples. 

Tenant compte des propriétés de la résolvante établies plus 
haut pour À — 1 et À — —1, nous en venons à aftirmer que les 
équations intégrales (7.8) et (7.9) pour À — 1 sont résolubles par 
la méthode des approximations successives et la solution repré- 
sentable sous la forme (2.31”) ou sous une autre forme [39]. Quant 
à la solution de l’équation (7.9) pour À = —1, elle se représente 
d'emblée par la série (2.2). Dans la construction effective de la 
solution il convient de prendre en considération toutes les remar- 
ques (exposées au $ 2) concernant l'erreur des calculs et la possibi- 
lité de sa réduction (méthode d’abaissement de la singularité). 

Considérons maintenant le problème D°. On à vu que la méthode 
des potentiels dans sa forme pure est dans ce cas inefficace. Consi- 
dérons un procédé très simple de modification de ces équations 
permettant de les ramener à des équations résolubles pour des 
<onditions aux limites arbitraires. Choisissons un point quelconque 
dans le domaine D* que nous désignerons par »,. Représentons la 
fonction harmonique inconnue sous la forme 


A 


u(p) = W(p) + . 


. (7.18) 
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où 4 est une constante devant être déterminée. Nous obtenons en 
détinitive une équation intégrale, différant de (7.8) par un terme 
complémentaire en 4. Cette constante est tirée de la condition 
(2:25): 


\ [FL rs ss Yo(g) &S = 0, (7.19) 


où ‘?,(g) est une fonction propre de l’équation associée, c’est-à-dire 
de l’équation (7.9) pour À = —1. 

Comme on a noté au $ 2, le processus d’approximations succes- 
sives pour les équations intégrales admettant la valeur propre 
unité, la plus petite en module, conduit à une fonction propre. 
Aussi peut-on effectuer les calculs dans le cas du problème D° par 
la méthode des approximations successives, mais pour l’équation 
associée et pour une condition aux limites arbitraire. 

On propose également une modification de la méthode des 
approximations successives par la résolution du problème aux 
limites D‘. Effectuons les calculs pour une condition aux limites 
donnée. Ceci nous conduit à une fonction propre, que nous dési- 
gnons par og). Réitérons les approximations successives pour 
une condition aux limites auxiliaire pour laquelle la solution du 
problème aux limites est connue (désignons cette solution par 
W(p)). Dans ce cas nous parvenons également à une fonction propre, 
2.(9). Comme la fonction propre est unique, il faut qu’on ait po(q) = 
— Co,(qg). Au fait, les deux calculs effectués doivent l’être pour 
déterminer la constante C. À la dernière étape on recherchera la 
solution de l’équation intégrale sous la forme u(p) — Cu.(p). Le 
processus des approximations successives s'avère alors convergent. 
Il est clair qu’il convient d’ajouter la fonction Cu,(p) à la solution 
obtenue. 

Les difficultés apparaissant dans la résolution du problème D‘ 
sont en général les mêmes que celles qui se manifestent au cours 
de la résolution des problèmes aux limites pour un domaine 
délimité par plusieurs surfaces. Supposons qu’on a plusieurs 
surfaces $, (3j = 1, 2, ..., n) extérieures l’une à l’autre, sauf l’une, 
notée $, (cette surface peut faire défaut) qui englobe toutes les 
autres. Le domaine D est délimité par ces surfaces *). On peut 
dans ce cas représenter la solution pour les fonctions harmoniques 
cherchées (aussi bien dans le problème de Dirichlet que dans le 
problème de Neumann) sous forme de potentiels de couches double 
et simple respectivement, ayant en vue des densités étendues à 
toutes les surfaces. On obtiendra en définitive des équations inté- 


+) La notation D” utilisée avant correspond au cas de n= 1 (S, fait défaut), 
celle de D* rien qu’à la surface S, (n = 0). 
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grales de même structure que (7.8) et (1.9), plus exactement des 
systèmes d’équations pour les fonctions 6,(q) (9 = 0,1,2, ...,n). 

Si dans le cas du problème de Neumann tout va bien (les 
équations sont résolubles sous la condition (7.10), où l’on entend 
par S la réunion de toutes les surfaces) et de plus la méthode des 
approximations successives sous la forme (2.31°) s'avère conver- 
gente, il n’en est pas de même pour les équations du problème de 
Dirichlet qui s’avèrent non résolubles. 

Aussi 2a-t-on proposé quelques modifications de représentation 
de la fonction harmonique cherchée. Dans [52], par exemple, la 
solution est recherchée sous la forme d'une somme de potentiels 
de couches double et simple 


u(D) = \ p(q) L ee : dS — | ?(q) 
S S 


= q4S. (7.20) 
r(P, 9) 


Dans [91] les points p, sont choisis dans chacun des domaines 
DŸ (j =1,2, ...,n) et la fonction est représentée comme 


u(p) =\o 2 | las + SA, 
S 


On r(p, q) ji r(p, q) 


(7.21) 


où les constantes À, sont déterminées en tant que fonctionnelles 
de la forme 


À; = ®1(q) dS. 


1 


| Dans tous ces cas les équations intégrales obtenues sont réso- 
ubles. 

.. Comme représentation de départ, on prend également (7.18), 
mais il convient d’introduire dans l’équation intégrale certaines 
fonctionnelles de telle sorte que les équations s'avèrent toujours 
résolubles [75]. Les constantes À, sont tirées de la condition que 
la solution des équations modifiées coïncide avec celle des équations 
initiales. 

Arrêtons-nous sur la méthode dite d’alternance, proposée par 
Schwarz (cf. [16] par exemple). On résout successivement le 
problème pour un domaine quelconque délimité par une seule 
surface. Considérons pour plus de simplicité l’exemple d’un domaine 
délimité par les surfaces S, et S,. On résout tout d’abord le problème 
pour le domaine DS par exemple, pour la condition aux limites 
donnée sur la surface, en déterminant la valeur de la fonction (ou 
de sa dérivée normale) sur la surface S,. Après quoi l’on résout le 
problème aux limites pour le domaine ST pour la condition aux 
limites égale à la différence entre la condition donnée par la position 
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du problème et les valeurs déterminées à la première étape de la 
résolution. On trouve ensuite les valeurs sur la surface $S, fournies 
par ces solutions. et ainsi de suite. La convergence de la méthode 
de Schwarz est démontrée. 

Notons qu’on peut construire les équations intégrales des 
problèmes de Dirichlet et de Neumann sur une autre base, à partir 
des identités (6.12 à 6.19). Le plus simplement s’obtiennent les 
équations des problèmes de Neumann : dans ces identités on passe 
à la imite vers la surface frontière, utilisant pour le potentiel de 
couche double les formules (6.27). Les potentiels de couche simple 
seront des fonctions connues (leurs densités étant les valeurs don- 
nées des dérivées normales). En définitive, les valeurs de la fonction 
inconnue sur la surface seront tirées des équations intégrales de 
même structure que les équations (7.8) du problème de Dirichlet. 
Dans le cas des problèmes de Dirichlet, il convient de transformer 
préalablement les égalités (6.12) à (6.19) en y introduisant l’expres- 
sion de la dérivée normale ; on obtient une équation analogue à. 
(7.9). Les difficultés majeures apparaissent lors de la construction 
du second membre de l’équation, c’est là la raison pour laquelle 
on n’utilise pratiquement pas une telle approche pour les problèmes 
de Dirichlet. 

La méthode des équations intégrales permet d’établir que les 
problèmes harmoniques sont bien posés dans la classe des condi- 
tions aux limites continues, quand la surface (ou les surfaces) 
frontière appartient à la classe de Liapounov. Il découlera en effet 
de la convergence établie de la méthode des approximations suc- 
cessives que pour une précision donnée de la solution on peut se 
limiter à un nombre défini d’itérations, le problème revenant alors 
au calcul d’un nombre fini d’intégrales. Les petites variations de 
l’'approximation zéro (du second membre) conduiront respective- 
ment à de petites variations de la solution de l’équation intégrale, 


$ 8. Fonction de Green 


Poursuivons l'étude des problèmes harmoniques. Supposons 
données dans un domaine deux fonctions harmoniques « et v. 
Ecrivons pour celles-ci la formule de Green (6.7): 


\(: ee — “> aS = 0, (8.1} 
on on 


et pour l’une d’elles, « par exemple, la représentation (6.12): 


u(D) — —- | Fe LT A (+) ds. (8.2}; 
5 


r 
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Ajoutant ces deux expressions, nous obtenons 
_ du _ GP, 9) 
u(p) = \ |Gtp, ge DE “| ds, (8.3) 
S 


où 


1 
+ ®(g). (8.4) 


Proposons-nous de choisir une fonction v(g) de telle manière que 
le premier terme de la fonction sous l'intégrale dans (8.3) s’annule, 
ie. que la fonction G{(p, q) soit nulle pour tout p appartenant à 
l’intérieur de S$ et g à la surface S. La fonction G(p, q) est appelée 
fonction de Green (ou fonction d'influence). Nous obtenons finale- 
ment une représentation explicite de la fonction harmonique par 
sa valeur limite : 


G(?, 9) — 


u(p) = — | 22 ue) ds, (8.5) 
S 


autrement dit, la solution du problème de Dirichlet. 

L’existence de la fonction de Green découle du fait que pour 
toute position du point p la détermination de la fonction v(g) se 
ramène à un problème de Dirichlet résoluble. 

On montre sans difficulté que dans le cas d’une équation avec 
second membre Au — f la représentation analogue est de là 
forme 


up) = (ad ugas,+(cporoan (5 


S D 


Dans certains cas la méthode des fonctions de Green s’avère 
plus avantageuse pour la résolution du problème de Dirichlet 
qu’une autre méthode comme, par exemple, celle des équations 
intégrales. Il est à noter que la construction de la fonetion de 
Green nécessite, en général, la résolution d’un ensemble de pro- 
blèmes aux limites pour différentes positions du point p, mais 
pour certains domaines on arrive à la construire sous forme 
explicite. 

Citons des exemples. La fonction de Green pour la boule 
s'écrit 


Gp, D = — e _ ee | (8.6) 


Ici R est le rayon de la boule, r, la distance entre les points p 
et g, r, la distance entre les points q et p,, le point p, étant 
aussi situé sur la droite menée par p et qg, mais à une distance 


-B 
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R°/e, du centre, où p, est la distance du point p de l’origine 
des coordonnées. La solution du problème de Dirichlet pour la 
boule se présente comme suit : 


— F5 


u(p) = \ u(g) —$ as, (8.7) 
4 Ur 
ou, dans un repère sphérique : 
U( Por Bo Do) = 
nt 7 
— R F5 — pÿ 
= \ re ?) (IF aRncur + sin 64647, (8.8) 
0 


où cos + — cos 8 cos 8, + sin 6 sin 0, cos (9 — 9,), et les para- 
mètres d'indice « 0 » se rapportent au point p. L’expression (8.8) 
est dite formule de Poisson pour la boule. 


Dans le cas du demi-espace 3 > 0 ou z < 0 la fonction de 


Green s’écrit 
1 1 
G —— mp ET EE 
(P: 9) AE q) (Pur | 


où le point p, est l’image miroir du point p par rapport au plan 
z = (0. 

Connaissant la fonction de Green, on obtient la solution du 
problème de Dirichlet pour le demi-espace : 


© © 


= À sut, pra, 
U(Zo> Yo» £0) un \ \ G=2)+G-n)+E-2)p"E (8.9) 


—œo —0 


Indiquons une expression très utile de la fonction de Green 
dans le cas où le domaine est l’espace tout entier démuni d’un 
disque de rayon a (espace à coupure circulaire) : 


(Lo Yos Lo Ps Yo 2) = 


mer A 7 + arc tg M h (8.10) 


Y(&o — L) + (Yo — Y)* +2, 
r A add 


R = V(ar — 23 — yà — 25) + 4a* 22. 


r 
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Envisageons la possibilité d’appliquer des raisonnements ana- 
logues au problème de Neumann. Nous conformant formellement à 
l’exposé, nous sommes conduits à une fonction harmonique t(») 
dont la dérivée normale prend sur la surface $S la valeur 


1 0 1 


el (alors que la dérivée normale de la fonction de Green 
trs n r 


du problème de Neumann s’annule). La résolution de ce problème 
pour un domaine fini est en général impossible, la condition (7.3) 
n’étant pas satisfaite. Aussi propose-t-on de choisir la fonction 
v(p) non pas harmonique, mais vérifiant l’équation de Poisson à 
second membre constant, choisi de façon spéciale *), pour que le 
problème aux limites correspondant soit résoluble. Notons que 
l’identité comportera alors un terme complémentaire. 

L'existence de la fonction de Green pour un espace à coupure 
circulaire conduit automatiquement à la solution d’un problème 
mixte pour le demi-espace, quand dans le domaine coïncidant 
avec la coupure on donne la valeur de la fonction harmonique, et 
sur la partie restante de la frontière sa dérivée normale est nulle. 
Cette dernière contrainte peut être facilement éliminée en transfor- 
mant le problème aux limites initial par addition d’une solution 
particulière du problème de Neumann pour tout le demi-espace. 

Dérivant par rapport à : la solution citée plus haut pour 
l’espace à coupure circulaire, nous obtenons une fonction har- 
monique en dehors de la coupure, admettant une dérivée normale 
nulle en dehors de celle-ci (pour 2 = 0) et prenant de part et. 
d’autre de la coupure des valeurs déterminées. Ce problème peut 
également être traité comme le problème d’un demi-espace avec 
la même courbe de séparation des conditions aux limites (contour 
de la coupure). 

La fonction de Green (8.10) a servi de base à une représenta- 
tion intégrale de la fonction harmonique prenant sur le disque 
une valeur donnée (x, y) et admettant en dehors du disque la 
dérivée normale [46]. Cette représentation est de la forme 


WU Los Yo <o) = 


2 | 1 + A 
— 21 arc tg Fa u(x, y)dS. (8.11) 


S 


Dans le cas d’un problème à symétrie axiale la représentation 
(8.11) peut être simplifiée. L’expression de la dérivée normale 


+) Le second membre est égal à 1/w où w est le volume du domaine (2. 
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s'écrit alors [56] 


Qu, 221€ : > 

do fumo Var—pr 
12 7/2 

_ ee \ dy | Au[Va?—(a— p°) sin ÿsina]sin Ysinedaæ, (8.12) 
(4) [0 


otl 
7/2 


p=Yzx+y, c = + [uo) Faye sde |. 


Indiquons encore un cas où l’on connaît l’expression explicite 
de la solution du problème harmonique pour le demi-espace muni 
d'une coupure (courbe de séparation des conditions aux limites). 
Supposons donnée sur une surface elliptique (de demi-axes a et b) 
la valeur limite d’une fonction qui est un polynôme de degré #, 
la valeur de la dérivée normale étant nulle en dehors de l’ellipse. 
Dans ce cas la dérivée normale de la solution sur la surface 
même s'écrit 

du DA(x, y) 


&| V1 À 
a° b3 


où ®,(r, y) est un polynôme de même degré n. 

L'importance de la fonction de Green réside non seulement 
dans le fait qu’elle fournit une représentation explicite (sous forme 
intégrale) de la solution pour des domaines de type particulier, 
mais aussi dans la possibilité de son utilisation pour des estima- 
tions qualitatives. Illustrons ce qui vient d’être dit en envisageant 
la question de la résolubilité des problèmes aux limites pour 
l’équation d’Helmholtz. 

Considérons le problème intérieur de Dirichlet pour des con- 
ditions aux limites homogènes. Représentons l’équation (6.35) 
sous la forme 


(8.13) 


Ac = —k9 — +. (8.14) 


Soit G(?, g) la fonction de Green pour l'équation de Laplace. À 
l’aide de la représentation (8.5°) (compte tenu de la condition 
4(q) = 0, ge S) nous parvenons à l'identité 

op) = K( Gp, get 40, + F(p) (8.15) 


D+ 
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où 


Hp) = | 6, 9 fa 40, 


D+ 


qui représente une équation intégrale de Fredholm à noyau symé- 
trique. Les considérations générales énoncées au $2 sur les équa- 
tions symétriques *) permettent d'affirmer que le problème inté- 
rieur de Dirichlet pour l’équation d’Helmholtz dans le cas de 
conditions aux limites homogènes admet une solution non triviale 
pour une suite réelle discrète de valeurs des nombres £? (les nom- 
bres # sont fréquences des oscillations propres) possédant un 
point limite à l'infini. 

Montrons en outre que tous les 4? sont positifs. Servons-nous 
de la formule de Green (6.5) qui, étant donné l’homogénéité des 
conditions aux limites pour la fonction v(p), prend la forme 


k° | . \ (gra v)*d (2. (8.16) 


Dt D+ 


Des résultats analogues sont établis pour le problème intérieur 
de Neumann. Quant aux problèmes extérieurs, ils n’admettent 
pas de solutions non triviales par suite de la vérification des condi- 
tions de rayonnement. 

Pour les problèmes de Dirichlet et de Neumann dans le cas de 
l’équation d’'Helmholtz il est possible de construire des équations 
intégrales analogues aux équations (7.8) et (7.9) en partant de 
potentiels de couches simple et double,quand en qualité de solution 
fondamentale on prend la fonction 


e ‘Arlp, 9), (6.39) 
r(p, 9) 


Un nouveau moment apparaît dans l'étude de ces équations 
(en comparaison des considérations rapportées au $ 7), puisque 
pour certaines Valeurs du paramètre k# (qui figure maintenant 
dans le noyau) la solution des équations homogènes n’est pas 
unique. Il est clair que l’analyse des équations devient plus compli- 
quée [53]. 


*) Il découlera du principe du maximum que la fonction de Green est de carré 
intégrable dans le domaine D*. 
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$ 9. Problème de Cauchy 
Considérons l’équation d’onde dans le cas d’une dimension 


(plus exactement dans le cas de deux dimensions, mais la variable 
1 sera interprétée comme le temps) : 


= — = 0. (9.1) 


On demande de résoudre cette équation lorsque — co < x < co 
et pour les conditions initiales suivantes (problème de Cauchy) : 


u(æ, 0) = (2), (9.2) 
du(x, ?) . 
do pla). (9.3) 


Introduisons de nouvelles variables dites variables caracté- 
ristiques (les courbes de coordonnées correspondantes étant appelées 
caractéristiques) : 


É=x—at, n = zx+ ai, (9.4) 
l'équation (9.1) devient 
du 


JE on 


Cette équation admet une solution sous forme explicite, soit 


UC, n) = h(E) + Yen), 


où Y, et L, sont des fonctions arbitraires. Revenant aux variables 
initiales, nous obtenons la solution générale sous la forme 


u = ÿ(x — at) + Ÿ:(z + at). (9.5} 


Définissons les fonctions 4, et 4, de telle sorte que les conditions 
initiales soient satisfaites. Utilisons pour cela un système qui 
s’obtient de (9.2) et (9.3), à savoir 


x) + dx) = px), —ahi(x) + ads(x) = (x). 


La solution de ce système peut être représentée sous la forme (forme 
de D’Alembert) 


z+at 


u = fout — an + gte+an+ + À nina] (0.6) 


z-ei 
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Le procédé même de construction de la solution implique son 
unicité ; en outre, elle est correcte en ce sens que de petites varia- 
tions apportées aux conditions aux limites engendrent une variation 
insignifiante de la solution dans tout intervalle fini de temps. 

La formule (9.6) permet de donner une réponse à tout un 
nombre de questions qualitatives. 

Supposons ®,(x) = 0. Dans ce cas la solution prend la forme 


u = — [oo(z — at) + go(x + at)]. (9.7) 


Le premier terme 1/29,(x — at), dit onde directe, traduit une per- 
turbation de forme constante se déplaçant à une vitesse a dans le 
sens des zx positifs. Le second terme 1/29,(x + at), dit onde inverse, 
est une perturbation se déplaçant à la vitesse a dans le sens des x 
négatifs. Supposons maintenant (x) # 0 pour —#£ < x < k. Il 
est évident que pour chaque point situé en dehors de l'intervalle 
[—F, k] on peut indiquer une valeur {, telle que pour t < t, la 
perturbation y soit absente, et une valeur 1, telle que pour t > 4, 
le repos y soit rétabli. 

La solution formelle (9.6) construite plus haut sera solution 
(au sens classique) si la fonction (x) admet une dérivée seconde 
et la fonction ®.(x), une dérivée première. Dans les autres cas la 
solution (9.6) sera en réalité une solution distributionnelle [96]. 

Considérons l’équation d’onde dans le cas de trois dimensions : 


du du o?u 1 Ou 
RE re = F es l e S 
Oz Ôÿf 0% æ& dr (æ 9, 3, 0) Sa 


L’équation des surfaces caractéristiques s’écrit 


2 2 2 
CRC 
et sa solution est la surface 
(x — to) + (y — Yo)* + (2 — 20)? = at — to)*, (9.10) 
dite conoïde caractéristique. Le point &,, Yo £o , est un point singu- 
lier de la surface, puisque le plan tangent mené en celui-ci ne se 


détermine pas univoquement. 
La surface (9.10) peut être représentée encore sous la forme 


tt, r = Ve — 20) + (y — y) +2); (9.107) 
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dans la suite nous utiliserons l’équation de la surface avec le signe 
« — ». Il est évident, que dans le cas de deux dimensions la surface 
caractéristique représente un cône circulaire dans l’espace x, y, t. 

Introduisons de nouvelles variables æ, = x, y, = y, 4 = 2 


nn =r)Lt =t—hb+— et notons 


Fr 
“(a Y1s 21 4 + do — ! = (Li, Yis Li Ua). 


Dans les nouvelles variables 


du __ du; 0 T1 — 
GE : CEA ôt, na d 
du O2u du Tr —7x 
Ôzx2 0x? ôx04 na 
+ du (2 mt LÉ 1 _ (ï1 — x) | Ou : 
0 ri ra rÿa JA 


Ou __ du, du _du. 


ôt Ôôn dE 28 
Par conséquent, l’équation (9.8) devient 


du, SE gs pee du 2 0w 
0x? Oy? :? a on \ 0 na 0 


2 2 2 ° 
HZ Te Hi = Vo n—%) _ 1 | Em 
+[( ra ] + ra ] + fa |] F | of 
7 F(x; Yis Ash). (9.11) 
L’équation (9.11) peut être simplifiée. Soit finalement 


e _2 8 f, ôm) 1 : | 
ni Au + ar? ôn (: GTA n 1( Ti Vis 21 4) (9.11°} 


Cette équation admet une solution particulière de forme élémen- 
taire O(t,)/r, où ®(t,) est une fonction arbitraire, deux fois diffé- 
rentiable. Revenant aux arguments initiaux nous obtenons la 
solution sous la forme 


u=+ofi+—) 
? a 
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Sous une forme plus générale la solution particulière de l’équa- 
tion (9.11”) s’écrit : 


u = fe ( “e rs + d ( = ea || (9.12) 


La solution (9.12) décrit la propagation des ondes sphériques. 
Le premier terme représente une onde convergeant vers le point 
r — 0 d'amplitude indéfiniment croissant. La deuxième onde se 
propage dans l'infini et son amplitude décroit. 

Si les fonctions ®, et ®, sont différentes de zéro sur un inter- 
valle fini, tout comme dans le cas de la formule de D’Alembert 
(9.6), le repos s’établit en chaque point après le passage des ondes 
sphériques. 

Les solutions obtenues sont pour l’équation d’onde ce qu'est 
là solution 1/r pour l'équation de Laplace. 

Soit D un domaine délimité par la surface S et contenant le 
point Zo Yo So Désignons par D, la boule de rayon € centrée au 
point To Yo Zo et par S., sa surface. Intégrant alors les deux mem- 
bres de l'équation (9.11’) sur le domaine DND,, nous obtenons 


\ ee Au + 2_ 2 fr: a ] drdy.dz, — 
Na 


ar? Ôr (JA 


C4 
1 
— | Fifi Vis 2 h)dtdy:dz. (9.13) 
1 
DNDe 
Passons à la limite pour € — 0. Si le passage à la limite dans le 
second membre est clair, il n’en est pas de même pour le premier 


membre où des constructions complémentaires sont nécessaires. 
L'étude de l’intégrale 


re \ Fe au) dr dy de, 
DND, ; 


se fait comme ci-dessus. En définitive, nous obtenons 


lim Z = — ru (o Yo Ze Ÿ — to) + \( ALI ER S JS (9.14) 
€0 on r, on 
S 
Remarquons qu’au point Zo, Yo Zw la Valeur t, = t — t,. Cal- 
culant la seconde intégrale du premier membre de (9.13) dans un 
repère sphérique, nous obtenons 


rm) Grade 2 À Eos 
2 Ce] A a r1 On 0h 
s 
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La limite de l'intégrale étendue à la surface S, tend vers zéro pour 
e —> 0 si d4,/üt, est supposée bornée. 

L'expression définitive de la solution après le passage aux 
anciennes variables est : 


1 \( d(1/r) 1 du, 2 ôr 4 ds — 


m0 


u(x TT nl (| 2 rm ER 
(Zo> Yo Zo to) - On r Ôôn ra ôn ôf, 


_ = F(s, Der — +) dx dy ds. (9.15) 
us 
D 


La formule (9.15), dite formule de Kirchhoff, représente 1la 

en cherchée, si u, Ou/ün, Cu/ôt sont supposées données 
sur $. 
Il est d’usage d’appeler les intégrales première, deuxième et 
quatrième *) figurant dans la formule de Kirchhoff potentiels de 
retard. L'utilisation de ce terme est liée au fait que l’argument 
« retarde » en quelque sorte sur r/a Montrons que la formule de 
Kirchhoff permet de résoudre le problème de Cauchy. 

Soit à trouver la solution de l’équation (9.8) pour les conditions 
initiales 


(4) 
uli=o = Pot; Y; 2); ri = P(T; Y, 2). (9.16) 
{ =0 


Nous adopterons pour $ la surface {, — r/a sur laquelle t — 0 
lorsque t, = 0. Nous avons alors 


= P(7, Y, 2). (9.17) 
0 


Etant donné 


nous obtenons 


Ou] 2% _ 1 dr. 
et re: CE LE (9.18) 


*) On compte trois intégrales dans le premier terme du second membre. 
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Les formules (9.16) à (9.18) permettent de récrire (9.15) sous la 
forme 


1 d(1 1 à 1 9 
(Tor Yos 20 to) = — Comes rer") Li 
4= on r on ar on 


er \ Fe Vs & lo — ms dx dy dz. (9.19) 
r a 
r<ale 


La structure de cette solution laisse voir que de petites variations 
des conditions aux limites entrainent de petites variations de la 
solution même. 

Faisons une étude qualitative de la formule (9.19). Supposons 
F = 0 et la perturbation initiale concentrée dans un domaine 
arbitraire w. Nous considérerons la solution en un point %,, Yo 20 
situé en dehors de w à une distance 5, de celui-ci. 

Pour {, < à,/o la sphère r — at, est située tout entière en dehors 
de w, et en vertu de (9.19) la solution y est identiquement nulle. 
Puis la sphère commence à couper le domaine « et pour t > 5./a 
(où 6, est la distance maximale jusqu’aux points du domaine) la 
formule (9.19) donne à nouveau une solution identiquement nulle. 

Donc, pour chaque instant du temps on peut construire deux 
surfaces : la première (front avant de l’onde) sépare le domaine de 
repos du domaine dans lequel se propagent les perturbations ; 
la seconde (front arrière de l’onde) sépare le domaine perturbé 
du domaine dans lequel le repos s’est rétabli. 


$ 10. Méthode de séparation des variables 


L'une des premières méthodes qui ont trouvé une large appli- 
cation dans la résolution des problèmes aux limites pour les équa- 
tions aux dérivées partielles fut la méthode de séparation des 
variables ou, comme on l’appelle encore assez souvent, la méthode 
de Fourier. Elle consiste à construire un ensemble de solutions parti- 
culières, recherchées chacune sous la forme du produit de fonctions 
d’un nombre moindre de variables (fonctions d’une variable en 
général). Dans certains cas une telle représentation concorde avec 
l'équation différentielle proposée (on dit alors que l’équation 
admet une séparation de variables) et conduit en fonction de 
la dimension du problème à plusieurs équations différentielles 
ordinaires comportant un même paramètre numérique. Suivant 
le domaine pour lequel on résout le problème aux limites et suivant 
les conditions aux limites et les conditions initiales il s’avère 
possible de déterminer des valeurs discrètes (ou parfois le spectre 
continu) de ces paramètres, ce qui conduit à un ensemble de solu- 
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tions particulières, dont la somme donne une représentation assez 
générale de la solution. Les coefficients inconnus (valeurs dis- 
crètes ou fonctions) sont déterminés en dernier lieu lorsqu’on 
ajoute les conditions aux limites. 

On conçoit qu’une même équation peut admettre une sépara- 
tion des variables dans un repère et ne pas l’admettre dans un 
autre. Dans l’affirmative, l’usage de la méthode de séparation 
des variables n’est avantageux que lorsque dans un repère appro- 
prié le domaine considéré représente un parallélépipède de dimen- 
sion correspondante. En dimension trois, l’équation de Laplace 
admet une séparation des variables dans certains repères (carté- 
siens, ellipsoidaux, toroïdaux) et en dimension deux, dans des 
repères polaires et bipolaires. 

Introduisons un repère curviligne à l’aide des relations 


D Pis Was Us)s Y= Palais Us Us), 2 Pa(dis Un Us). (10.1) 


Dans la suite nous nous limiterons au cas de coordonnées ortho- 
gonales ; dans ce cas on 2 les relations suivantes pour les tangentes 
aux courbes de coordonnées : 


2 | MU, XX 0 0 
Our Ou) du; du; Our Au; e 


(2,9 =1,2,38; 1 #)j), 


la différentielle de la longueur d’arc étant égale à 


ds, — V(E) “. E (E dus = Ludu (i=1,2,3), (10.3) 


Ou: Ou: Ou; 


où les coefficients L,, sont dits coefficients de Lamé. Désignons par 
L, le vecteur unité de la tangente aux courbes de coordonnées. 
Les vecteurs L.,, l., et l., forment alors en chaque point un trièdre. 
Convenons de numéroter les coordonnées curvilignes dans un ordre 
tel que le trièdre soit orienté comme le trièdre de base dans le 
système de coordonnées cartésiennes. 

Rapportons l’expression du laplacien en coordonnées cur- 
vilignes : 


sm LA (ES 2) A (ES) 2 (HA) us 
Lil:ls | Ou | Li Own du; \ L. du Ou, \ L;s Ou; 


Passons maintenant à des repères concrets et commençons 
l’étude par un repère sphérique 


x —=rsin6cos®, y—=rsin 6sin eo, 


& =TCOS0 (0<r<oo, D0<68< rx, —xr < 9 < x). (10.5) 
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Les surfaces de coordonnées représentent dans ce cas des sphères, 
des cônes et des demi-plans et les coefficients de Lamé sont : 
L, = 1, Ls =7r, L, = rsin. Le laplacien prend la forme 


1 9 ) 1 4 (. () 1 0° 
= — —|7° — — | sin 0 — — « 10.6 
râ ôr ( à a r? sin 6 26 x) 4 sin 6 00° ) 


Nous chercherons la solution de l’équation Au — 0 sous la 
forme du produit de trois fonctions : 


R(r)T(6)F(®). (10.7) 


Après la substitution de (10.7) dans l’équation de Laplace, nous 
obtenons 


, 9 , ’, ÿ jé ,, 
BR'"+2rR T’’ + cot 6 1_F" 0. (10.8) 
R L sin 0 F 


Le premier terme de cette somme ne dépend pas de 6 et de o, 
le second et le troisième, de r, donc le premier terme doit être 
une constante, qu’il est commode de désigner par m(m + 1). 
Dans la suite nous nous limiterons aux valeurs entières de m, m > 0. 
I] est aisé de voir que si l’on multiplie l’équation (10.8) par sin* 6 
le rapport F’'’/F devient une grandeur constante (désignons-la 
par x? et considérons seulement les valeurs entières de n). De la 
sorte, pour déterminer les fonctions R, T et F, nous sommes 
conduits à trois équations différentielles ordinaires : 


TR" EL 2rR — m(m + 1)R = 0, (10.9) 
F"+nF = 0, (10.10) 


T7 + cot 6T” + + [mem + 1) — er 


… T—0. (10.11) 


L’équation (10.9) admet une solution de la forme r" et r-"-1, 
Les solutions du type r-"-1 ne conviennent pas aux problèmes 
posés pour une boule, à cause des conditions à l’origine des coor- 
données ; de même, la solution du type r" n’est pas valable pour 
un espace à cavité sphérique à cause des conditions à l'infini. Les 
solutions de l’équation (10.10) sont les fonctions trigonométriques 
cos nr et sin no. Passons à l'examen de l’équation (10.11), ayant 
préalablement fait x — cos 6 *) : 


SV daT EE us , 
Aa) 22% + [mm +1) | T =. (10.11) 


*) x n'est pas la coordonnée cartésienne du point. 
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On peut montrer que pour des = et n entiers la fonction 


= ( — gore Ê = sin p 
(1 — x°) Le P,,(x) = sin" 6 Guos P,(cos 6) (10.12) 


est solution de l’équation (10.11), P,,(cos 8) étant polynôme de 
Legendre de degré m. Pour x > m cette fonction s’annule. Remar- 
quons que les contraintes introduites plus haut sur les constantes 
m et n assurent la continuité et la périodicité de la solution. 

Ainsi, là méthode de séparation des variables nous à conduits 
à la construction d’une famille de solutions particulières de l’équa- 
tion de Laplace. Représentons-les sous la forme suivante : 


r® cos n9 Sin* NPM{(cos 8), 


r-#-1cos r9 sin" 6 P{M)(cos 8), 
(10.13) 
r® sin no sin" 6P®(cos 86), 


r-"-1lsin no sin” 6P%(cos 6), 


où par PŸ(cos 8) est notée la dérivée d'P, (cos 6)/(d cos 6)". On 
peut montrer que si la variable r figure à une puissance positive, 
ces fonctions deviennent des polynômes harmoniques lors du 
passage à un repère cartésien. Les expressions de la forme 


cos 2 sin"6P® (cos 8), sin no sin"6P#{cos 6) (10.14) 


sont appelées fonctions sphériques, et le produit 
sin"6P%(cos 8) = (1 — x° Due — — Pal) (10.15) 


polynôme de Legendre adjoint. 

Par conséquent, résoudre par la méthode de séparation des 
variables l’équation de Laplace pour un domaine délimité par 
une sphère revient à déterminer les coefficients de la série 


Ÿ ÿ (ayn COS N°9 + a’, sin n9)sin*6P®(cos 8), (10.16) 


M m0 ñnm0 


dite série de Laplace (c’est-a-dire développer la condition aux limites 
en série de Laplace). Cette procédure est considérablement facilitée 


du fait que les fonctions _. FL P%(cos 6) sont orthogonales sur 
ñn 


sin no 
la sphère (excepté le cas où les indices des fonctions coïincident). 
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Rapportons les expressions définitives des coefficients 4, et &n : 


in, = mn? mr \ f(6. 2) sin"+18 cos n?P!(cos 8) do 46, 
(nm +n)! T 
0 — 


(10.17) 


» _(m=n)l2m+1 
P*  (m+n)! 


\ f(6, o})sin"*16 sin n5P% (cos 8)do d6 


0 —= 
(n = 0,1,2,m; m = 0,1,2, ..., ©). 


Envisageons maintenant le cas des coordonnées ellipsoïda- 
les p,u, v. Elles sont liées aux coordonnées cartésiennes par les 
relations 


DL (Et = eut — af — dt) 
(a° Se b*)(a* — c?), 


y? — Cp? — bu? — DXV — b°) : (10.18) 
(b? — a*)(b* — c*) 


2 — (ep cu — EX — &) 
2 Tr een (a<v<b<yu<ce p< oo). 


Les surfaces p = p, sont des ellipsoïdes homofocaux, les surfaces 

— u, des hyperboloïdes homofocaux à une nappe et les surfaces 

v = v, des hyperboloïdes homofocaux à deux nappes. Pour p5 = € 

l’ellipsoide correspondant dégénère en une ellipse de demi-axes 

Ve? — a et Ve? — b2. Les surfaces u, —c complètent l’ellipse 
mentionnée jusqu’à un plan complet. 

Montrons que l’équation de Laplace en coordonnées ellipsoidales 


9 [By dv d [yx dv 0 [a«B 0v 
— | — — —|— — —|— — | = 10. 
LÉ SEA en mr 0; EN) 
pi — PP — PT, 
® — a }p° — be — c*) 
qu ___ HEC = Xe —H7 , 
GE — afXut — DJ — €) 


i = 


(v° — a)(v2 — b')(v° — c°) 


admet une séparation des variables. 
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Nous rechercherons la solution de l’équation (10.19) sous la 
forme du produit de fonctions dépendant de p, u, v: 


ve, v) = R(e*)M(u*)N(v?). (10.20) 


Pour chacune de ces fonctions on obtient des équations diffé- 
rentielles du second degré de même structure dans ce cas. Pour 
R(e°) on a 


LS (4 . =k s°+}H, A EE -NE 9, (10.21) 
p p 


où Æ et I sont des constantes arbitraires. On appelle fonctions 
de Lamé *) de première espèce et l’on note E% les solutions de 
l'équation (10.21) (et celles des équations analogues pour M et N\) 
représentées sous la forme d’un polynôme en P° ou d’un polynôme 
en p° multiplié par différentes combinaisons linéaires des radicaux 
Vo? — a, Vo — b?, Vo — cc Revenant aux anciennes variables 
æ, Y, z et exigeant en outre que le produit (10.20) se ramène à des 
polynômes harmoniques on trouve Æ = n(n + 1) et H = 1,2, ... 
.…, 2m +1l(n ct m (m < n) étant des entiers). 

L'appareil de la théorie des fonctions de Lamé permet for- 
mellement de représenter d’une façon assez simple la solution 
du problème intérieur de Dirichlet pour l’ellipsoide. Soit ®{u, v) 
la valeur d’une fonction harmonique sur la surface de l’ellipsoïde 
p = f,. On à alors 


ee ET(p)E(u)E®(v) 
Tips 1 v) = Con — (10.22) 
| À, À, En (Po) 
où 
\\ Te — Dee (u° — v°)du dv 
Ce (10.23) 
\ \ [En (u)En(v)l2(u? — v?) ne 
= BC 
pme, pi = —, 
ue V2 


La fonction harmonique en dehors de l’ellipsoïde se détermine 
par la série 


oo 2n+11 mi mn m 
Term v) = Ÿ Y Con E7-PIEn (H)En (ON : (10.24) 
nn0 m =1 Fa (Po) 


*) Notons que les fonctions de Lamé sont étroitement liées aux fonctions ellipti- 
ques et s'expriment à l’aide de celles-ci. 


ÿ 11] : ELEMENTS D'ANALYSE FONCTIONNELLE 129 


Ici ©, s'expriment par les formules (10.23); FF(e°) sont des 
fonctions de Lamé de deuxième espèce et se déterminent par les 
formules 


F(e) nr LS are 
TU anne ) OP E — ae — PNR — ©) 
£ 


Les fonctions de Lamé sont utilisées de façon analogue dans 
la construction des solutions pour des corps représentant des 
hyperboloïides et des paraboloïdes. 

Arrétons-nous maintenant sur un problème particulier. Soit à 
déterminer dans tout l’espace une fonction harmonique v( +) admet- 


tant sur l’ellipse à demi-axes l/c° — a* et Ve? — b° la valeur donnée 


v(g) = f(g). (10.25) 
Ce problème peut ètre considéré comme le problème de Dirichlet 
pour un espace comportant une cavité ellipsoidale dégénérant en 
une ellipse (lorsque p = c) et des conditions aux limites (10.25) 
symétriques par rapport au plan = 
La solution de ce problème se SREREN ES sous la forme (10.24). 
L'appareil des fonctions de Lamé x permis de démontrer la 
proposition ee *) [28]: si la fonction f(a) est un polynôme 
de degré n, la valeur de la dérivée normale àv/ôn est donnée par 
l'expression (déjà citée au $ 8) 


90 _ 1 


se Ps 
Ed E-5 


où D,(x, y) est un polrnôme de même degré n. 

Le bon choix du système de coordonnées facilite grandement la 
résolution du problème. 

Remarquons qu’en portant les coefficients (10.17) et (10.23) 
dans les séries (10.16) et (10.22) respectivement on obtient, 
après l’intervertissement des opérations de sommation et d’inte- 
gration, des expressions explicites des solutions sous forme inte- 
orale. Dans certains c18 on arrive à faire la somme des séries 
obtenues. 


D, (Tr; Y) (8.13) 


$ 11. Eléments d’analvse fonctionnelle 


Considérons un espace vectoriel H muni du produit scalaire 
(c'est-à-dire un espace hilbertien). Ceci signifie qu’à chaque couple 
d'éléments © et % on fait correspondre un certain nombre noté 


«) Notons qu'un cas particulier a été établi dans [99] et que la proposition découle 
du théorème général de Dyson [21]. 
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(®, d) et appelé leur produit scalaire. Le produit scalaire possede 
les propriétés suivantes (À,, À, sont des constantes arbitraires) : 


(ps Ÿ) = (Ÿ; p), (11.1) 

(2191 + ÀePo Ÿ) = Aou Ÿ) + hPa Vs (11.2) 
(o, 9) > 0, (11.3) 

si (9, ©) = 0, alors o® = 0. (11.4) 


L'élément © = 0 est tel que Ÿ + 0 = Ÿ et d : 0 — 0. Le nombre 
V(o, 2) est dit norme de l'élément ® et se note || o||. 

Enumérons les propriétés de la norme : 

1. Seul l’élément 0 admet une norme nulle. 

2. Pour tout vecteur © de X et tout scalaire À, or a 


AIT = TAF EI (11.5) 
3. Pour tout couple de vecteurs +, Ÿ de E on à 
[Co 9) < Hoi (11.6) 
(inégalité de Cauchy-Bouniakovski). 
+. le + ol < ogl + lol (11.5) 


(inégalité triangulaire). 

Donnons quelques exemples d'espaces hilbertiens. Considérons 
l’espace ZL.(Q). Choisissons sur un ensemble mesurable Q de 
l’espace euclidien de dimension m une famille de fonctions défi- 
nies presque partout et de carré sommables. Définissons le pro- 
duit scalaire par la formule 


(go Væ= \ p(p) Y(P)dQ, (11.8) 


£2 


Ce produit existe puisque l'inégalité (11.6) est vérifiée et les 
conditions (11.1) à (11.3) automatiquement satisfaites. La condi- 
tion (11.1) sera également remplie, si deux fonctions coïncidant 
entre elles presque partout sont supposées (et on le supposera 
dans la suite) égales. 

La construction de l’espace L, dans le cas vectoriel est &vi- 
dente. Chaque fonction vecteur admettra sur un ensemble mesu- 
rable {2 un certain nombre n de composantes scalaires. Le pro- 
duit scalaire se définit de la sorte : 


(a ÿ) = \à puP)r(p) dQ,. (1.9) 
=] 
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Considérons une suite d'éléments o®,, ®:,...d’un espace hilber- 
tien ZZ. On dit que cette suite converge vers l’élément. © de l’espace, 
si 


lim ||9, — ol —0 ou lim, = =. (11.10) 
ñ— ñ — O0 


L’eléiment © est appelé limite de la suite o,. Il ressort de la 
convergence de la suite +, qu’en fixant un nombre arbitrairement 
petit e > 0, on peut exhiber un nombre NW tellement grand que 
pour n, k > N soit vérifiée l'inégalité 


Il Dex en Dh || < Es 
que l’on peut écrire sous la forme 
lim ||gs — gl = 0. (11.11) 
k, n—0oo 


Posons le problème inverse: admettons que la condition 
(11.11) est remplie pour la suite ©, Existe-t-il alors une limite de 
cette suite? Montrons sur un exemple que cette limite peut ne 
pas exister (dans l’espace initial, bien entendu). 

Considérons un espace de fonctions continues sur l'intervalle 
[—1, +1], le produit scalaire étant donné par la formule (11.8) 
(espace C). Prenons la suite de fonctions 


1 1 
Pa(T) = NT, ——<T< —:) 
n n 


II est évident que lim |®z — 9,l! = 0. Donc, la suite ©, tend 


vers une fonction discontinue, égale à 1 pour æ > 0, nulle pour 
x = 0, à —1 pour zx < 0 et par conséquent n’appartenant pas à 
l’espace initial C. 

Dans l’espace L, cette suite serait convergente en vertu de 
(11.11) puisque la fonction discontinue qu’on obtient appartient 
à cet espace. Remarquons que ce résultat concerne non seulement 
le système mentionné de fonctions : dans l’espace L, toute suite 
convergente (au sens de la condition (11.11)) admet une limite 
(théorème de Fischer-Riesz (cf. [58])). Les espaces de ce genre 
sont dits espaces complets. 

Si l’espace (par exemple C) n’est pas complet, on peut le 
rendre tel en lui ajoutant tous les éléments limites. Le produit 
scalaire et la norme des éléments limites sont alors définis comme 
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la limite du produit scalaire et de la norme pour les termes des 
suites correspondantes de fonctions. 

Plus loin les espaces bhilbertiens seront toujours supposés 
complets. 

L'ensemble M sera dit dense dans l’espace hilbertien J1, si 
tout élément © e H peut être obtenu comme la limite de la suite 
©n € M. Si par ailleurs l’ensemble J}f est dénombrable, l'espace 
s’appelle espace séparable. 

L'ensemble 1 d’un espace hilbertien sera dit fermé si tous 
ses éléments limites lui appartiennent, autrement dit si les rela- 
tions ©, € M et ©, — © impliquent y € HI. 

Enfin, l’ensemble est dit compact si de toute partie infinie 
de { on peut extraire une suite convergente. 

Considérons la suite de fonctions »,.. Ce système est dit ortho- 
normé si sont satisfaites les conditions (5. est le symbole de 
Kronecker) 


(Dm: Pr) = Ômne (11.12) 


Soit æ un élément de l’espace. Les nombres a; = (+, 9.) sont appe- 
lés coefficients de Fourier de l’élément © dans le système au. 
Pour ces coefficients on a l’inégalité. dite 2négalité de Bessel : 


SL ler < |? fe. (11.13) 


0 
La série 2 a;?: S’appelle série de Fourier de l'élément ». 
ke 


Dans l’espace “bilbertien complet la série de Fourier converge 
toujours et l’on a l’ésalité 


Ier las = Ÿ [(e, 2)12 (11.14) 


=] 


On dit qu’une fonctionnelle Z est définie sur un ensemble 
d’espace hilbertien, si à chaque élément © e on fait COITESpOn- 
dre un eus nombre lo. Le produit scalaire (©, 4) pris pour un 
élément % fixe est un exemple de fonctionnelle. La fonctionnelle 
est dite linéaire si 


UENA + Ào Do) =} 19 —— } al Sos (11. 19) 


et bornée s’il existe une constante appelée norme de la fonction- 
nelle et notée ||{|| telle que 


lol < III. (11.16) 
La fonctionnelle est dite continue si 
lim lo, = 1l4Ÿ, quand ©,->%. (11.17) 
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On a le théorème de F. Riesz (cf. [58]): toute fonctionnelle 
bornée dans l'espace hilbertien peut être représentée sous la 
forme du produit scalaire 

lo — (9, Ÿ). (11.18) 
où % est un élément fixe, déterminé de façon univoque. 

On appelle fonctionnelle symétrique bilinéaire le nombre qu’on 
fait correspondre à deux éléments ® et L et qu’on note (6, b), 
et Do, d) = P(Y, o). Dans le cas où © — & on à une fonctionnelle 
quadratique homogène Do, o)—=dD(9). On à évidemment l'identité 


Po + 0) = Do) + 20(9, Ÿ) + D(Y). (11.19) 
On à également 
F9) = ®(e) — 219, (11.20) 
où ® est une fonctionnelle quadratique homogène et { une fonc- 
tionnelle linéaire. 

Introduisons la notion d’opérateur. Soit dans un espace un 
ensemble Da. Si à chaque élément ®œe DA on fait correspondre 
un élément Ye R4A et un seul, on dit qu'est défini un opérateur À 
et l’on note  — Ao. L’ensemble DA est appelé domaine de défi- 
nition de l’opérateur À et Ra domaine des valeurs de A. 

Il est aisé de voir que la notion d’opérateur comprend celle de 
son domaine de définition. Soient deux opérateurs À et B et 
soit le domaine DA contenu dans le domaine Dg avec par ailleurs 
A? = B9. Dans ce cas l’opérateur B est dit extension de l’opé- 


rateur À. 
L'opérateur est dit linéaire si 
: : AQU Pa + ÀsPe) = MA + k2ÂP» (11.21) 
continu Si 
lim 4o, — Abo, (11.22) 
Pa9 


et borné s’il existe une constante appelée norme de l’opérateur et 
notée || A]|| telle que 
Al < IA ol. (11.23) 


Un opérateur linéaire borné est continu. Remarquons qu’un 
opérateur linéaire borné, défini sur un ensemble dense, peut être 
étendu à tout l’espace pour la même norme. 

L’opérateur est dit complétement continu s’il transforme tout 
ensemble borné en un ensemble compact. 

Envisageons un exemple. Soit donnée dans le domaine Q 
d’un espace à m dimensions l'intégrale 


Hu — \x, q)u(g) 40, = Era (9 dy 


{à a (11.24) 
[A(P, gi <e (« <m), 
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que nous considérons comme un opérateur intégral à faible sin- 
gularité (vu que &« < m) dans l’espace L.. Démontrons que cet 
opérateur est borné. Nous considérerons préalablement cet opé- 
rateur sur l’ensemble de fonctions continues dans le domaine 
fermé Q. Dans ce cas l’intégrale elle-même représente une fonc- 
tion continue dans Q. Cherchons à estimer notre intégrale : 


1 : 
LKul < c | — 40 |- (11.25) 
{2 
L’inégalité de Bouniakovski nous donne 
LKu|? < D Le a (11.26) 
{3 


Que la deuxième intégrale est bornée découle de la considéra- 
tion de l'intégrale avec le même noyau, mais étendue à une 
boule de diamètre suffisamment grand de centre au point p. 
Dans ce cas la deuxième intégrale se calcule sous forme explicite et 
nous obtenons 


Hu? < ca | “40, (11.27) 
£a 


où €, est le maximum de la deuxième intégrale. Intégrons (11.27) 
sur (: 


I Ku ||? < ct, |\ #9 0,40, = 
on 
a a dQ;h 9 ,9 9 
— awaa| te < c°cillu{]. (11.28) 


12 è 

Donc l'opérateur (11.24) s’avère borné sur l’ensemble des fonc- 
tions continues. En vertu de ce qu’il à été dit précédemment, 
cet opérateur peut être étendu à tout l’espace L, tout en conser- 
vant sa norme. 

Un exemple d’opérateur élémentaire est fourni par l'opérateur 
identique. 

Si la correspondance entre les ensembles DA et R4A est biuni- 
voque, on peut alors parler d’opérateur qui met en correspondance 
les éléments de l’ensemble R4 aux éléments de l’ensemble Da. 
Cet opérateur est dit opérateur inverse et se désigne par 471. La 
condition nécessaire et suffisante d’existence d’un opérateur 
inverse est que l’équation 

A9 = 0 (11.29) 


n’admette d’autres solutions que zéro. 
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Pour que l’opérateur inverse soit borné il est nécessaire et 

suffisant qu’existe un £ > 0 tel que 
lol > dell (11.30) 

Formulons la notion d’opérateur symétrique (auto-adjoint). 
L'opérateur Aest dit symétrique si quels que soient les éléments 
© et % du domaine de définition DA, à lieu l’égalité 

(49, Ÿ) = (9, AŸ). (11.51) 

L'opérateur symétrique est dit positif, si est vérifiée l’inégalité 

A, 9) > 0, (11.32) 
et respectivement défini positif, si est vérifiée l’inégalité 
(49, ?) > rl? lF. (11.33) 

Montrons que pour un opérateur positif (et d'autant plus pour 

un opérateur défini positif) l’équation 

A9 — f (11.34) 
n’admet pas plus d’une solution. Dans le cas contraire il existe- 
rait un élément % tel que AG — 0, mais alors (45, 5) = 0 et 
par conséquent, © est un élément nul. 

Considérons un exemple. Soit à trouver la solution de l’équa- 
tion —y"" = f(x) sur l’intervalle 0 < æ < 1 pour les conditions 
aux limites y(0) = y(1) — 0. Cherchons la solution dans l’espace 
L,. L'opérateur À — — d°/dx° et son domaine de définition DA 
est l’ensemble des fonctions continues avec leurs dérivées premiè- 
res et secondes sur l'intervalle [0, 1] et s’annulant à ses extré- 
mités. Considérons le produit scalaire 

1 1 


(Ay;; Y2) = — \rivz = — YiYÿ2o + \ vivier = 
0 


1 


= \viviaz = (Y1» Ayez). (11.35) 


0 
On voit que l'opérateur À est symétrique. Posant dans (11.35) 
Y\ —=Y2—=Y On trouve 
1 
(ay 9 = tarte de > 0 (11.36) 
0 


d’où il ressort que l'opérateur À est positif. En effet, la condition 
1 


\w' ar dx = 0 implique y’ — 0, ce qui en combinaison avec les 


oO 
conditions aux limites conduit à l'égalité y = 0. 
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Démontrons maintenant que l’opérateur À est défini positif. 
Nous avons 


yx) = \ 9 dr 


et l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous donne 
zx 1 


Yy{x) < z| [y'(4)}° dt < \ [y"(t)]* dt. (11.37) 
0 O0 


Intégrant les parties gauche et droite de (11.37) par rapport à x 
1 1 
entre 0 et 1, nous obtenons l’inégalité \ #00 dr < | dt, qui 


U 0 
s'écrit symboliquement sous la forme ||y|* < (4y, y). On a 
établi par ailleurs que la constante - de la formule (11.33) est 
égale à 1. 

Considérons à présent le problème de Dirichlet pour l’équation 
de Laplace avec second membre pour une condition aux limites 
homogène. Soit $S la frontière du domaine Q (de dimension "”) 
dans lequel la solution est cherchée. 

Exigeons que les fonctions appartenant au domaine de défi- 
nition de l’opérateur introduit, ainsi que leurs dérivées premières 
et secondes, soient continues dans le domaine Q. Dans ces condi- 
tions l’opérateur — À s'avère défini positif. En effet, nous avons 


(— Au, u) = — \ uw Au dQ — \ (era u)* aQ — \ u = ds. 
n 
LQ | {2 S 


(11.38) 


En vertu de l'homogénéité de la condition aux limites (x = 0, 

qe S) l'intégrale de surface disparait et l'égalité (— Au, u) = 0 

implique « — const. Toujours en vertu des conditions aux limites 
nous obtenons « = 0. 

Considérons le problème de Neumann pour une condition 

aux limites homogène (Cu/Cn = 0) également. La deuxième inté- 

grale de (11.38) disparait comme avant, mais de la condition 


\ graa u)® dQ — 0 découle seulement que # = const = c. L’opé- 


Fo) 
rateur n'étant pas positif, nous restreignons son domaine de dé- 
finition. 
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Comme on sait, le problème de Neumann pour l’équation avec 
second membre — Au = f n’admet, en général, pas de solution 
pour des conditions aux limites homogènes. Etablissons les condi- 
tions pour lesquelles il est tout de même résoluble. A cet effet, 
avons recours à la première formule de Green (6.4) pour l’opéra- 
teur de Laplace. 

Appliquons la formule de Green aux deux fonctions : tv = 1 et 
v, où « est la solution recherchée du problème de Neumann. 
On a 


— | AudQ = Es aS = 0. (11.39) 
£i J 
D'autre part, intégrant l'équation Au = f dans le volume, on 
trouve 
\ Au dQ — \ dQ. (11.40) 
£2 (2 


Confrontant les deux dernières formules nous obtenons la condi- 
tion de résolubilité du problème de Neumann (pour des condi- 
tions aux limites homogènes et une équation avec second membre) : 


\ fdQ = 0. (11.41) 


Si le problème de Neumann est résoluble, sa solution est 
unique à une constante arbitraire près. Aussi convenons-nous de 
rechercher la solution du problème de Neumann avec la contrainte 
formelle complémentaire 


u 4dQ = 0. (11.42) 
£2 


Avec cette contrainte (comme par ailleurs avec d’autres) la solu- 
tion du problème de Neumann est unique. Montrons maintenant 
que l’opérateur étudié est positif. En effet, portant la solution 
u = c dans la condition (11.42) nous obtenons çc = 0. 

Passons à la démonstration générale du fait que les opéra- 
teurs étudiés sont en réalité définis positifs [66]. Pour plus de 
simplicité limitons-nous à la dimension deux. 

La formule (11.38) prend la forme 


(— An, (2) + (5) Je. (11.38) 
{2 


0y 
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Englobons le domaine (2 dans un rectangle (de côtés a et b), 
dont les deux côtés sont les axes de coordonnées (fig. 6). Soit 
u(z, y) une fonction admettant dans Q des dérivées premières conti- 
nues et s’annulant sur $. Prolongeons 
cette fonction sur tout le rectangle 
en la posant nulle si (æ, y) est un 
point arbitraire du domaine (), nous 
obtenons 


Ou(zx, 
ua 9) = | EM de + u(0, y) = 


ZT 
Oo 


#1 


— Ou(x, D) dx 
ox j 


Fig. 6. Domaine (2 dans un 
rectangle. 0 


L’inégalité de Bouniakovski nous donne 


Z1 


2 C 2 
UT, )<a | 2 az< a en | dr. 
0 


ox 
Intégrant sur tout le rectangle À, nous obtenons 


2 
|, Y1) du dy, < a*| () dx dy < 
z 
R R 


ï Ou 2 ôu 2 
<e([(2) + (0) Jess 
et finalement 


(LT + (pe quon aus 


Ici x — 1/a* et on a tenu compte de la nullité des intégrales éten- 
dues au domaine R\Q. 

L’inégalité (11.43) s'appelle inégalité de Friedrichs. 

L’appliquant au problème de Dirichlet, on obtient 

(— Au,u) > y*u|. (11.14) 

Par conséquent. l'opérateur de Dirichlet est un opérateur défini 
positif. 

L'étude du problème de Neumann s’appuie sur l’inégalité dite 


de Poincaré. Démontrons-la seulement pour le cas du rectangle. 
Désignons ses côtés par & et b comme plus haut et choisissons 


\ 
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les axes de coordonnées de telle sorte que 0 <zxr<a0 <y< b. 
Si (r;, %1) et (22 Y2) sont deux points arbitraires, nous avons 


U(Tos Ye) — WT V1) = Vur-s E EH Gr + | en dy. 
#1 ÿ1 


Elevons les deux parties de cette égalité au carré et utilisons 
l'inégalité de Bouniakovski : 


U?(%,, V1) + UALe Ye) — 2U(L, Yi) WU Ta Ye) 


zx 


2 Ya 
«2 {{ 7 es D) Go | + J +(| dU(Ty y) à) | > 
ôy à 

ÿ1 


1 
b 


C 2 2 
< 2 las I +) 4 + |Ye — Y Â\(2S) al < 
0 (4) 


b 
<2 H\( Ou(x, ÿ:) ] dx + o\( Ou(z:, y) J & 
GE dy 
[e) O0 


Intégrons maintenant sur le domaine (2 supposé parcouru par 
chacun des points (x,, Y) et (Z+ Y2), il vient 


2ab| uw aQ — 2 2 {| ao) < 
re) a 
2 2 
< 2ab {a (&) aa +) aa |: 
dx dy 
ñ 1 


Désignant À — max(a*, b*), B = 1/ab nous obtenons lécriture 
universelle de l'inégalité de Poincaré 


(ea < AC) " (SE) He +#(\" an |. (11.45) 


Avec la condition (11.42) l'inégalité (11.45) prend la forme 


| adQ < A1 (grad u)*dQ = A(— Au, u), (11.46) 
£2 è 


donc l'opérateur dans le problème de Neumann est défini positif 
comme demandé. 
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Introduisons la notion d’espace énergétique pour les opérateurs 
définis positifs. Soit À un tel opérateur. Définissons dans son 
domaine de définition D , un nouveau produit scalaire, posant 


Lu, ©] — (Au, v). (11.47) 


On peut montrer que le produit scalaire ainsi défini, dit éner- 
gétique, vérifie les conditions (11.1) à (11.4) (si, bien entendu, 
celles-ci sont vérifiées par le produit scalaire initial, ce qui est 
d’ailleurs supposé). On utilise essentiellement le fait que l’opéra- 
teur À est défini positif. Pour les conditions (11.3) et (11.4) par 
exempleona [u, u] — (Au,u) > y*||u]||, donc pour que (Au, u) — 
= 0, il faut que ||[w|| — 0 et par conséquent « est nn élément nul. 

Munissant l’ensemble D, d’un nouveau produit scalaire on 
construit en effet un nouvel espace hilbertien. Si cet espace s'avère 
non complet, il est nécessaire de le compléter par tous les éléments 
limites. L'espace ainsi construit est appelé énergétique et noté 
H1, sa norme étant notée |jx||#,. On à évideniment l'inégalité 


Qui < lulu. (11.48) 


On peut montrer que tous les éléments de l’espace HA appar- 
tiennent à l'espace H également. Plus précisément, à chaque 
élément de l’espace H on peut faire correspondre de façon biuni- 
voque un élément de l’espace I 4. 

Notons que la convergence d’une certaine suite dans l’espace 
I 4 (c’est-à-dire pour la norme énergétique) entraine sa convergence 
dans la norme de l’espace initial. En effet, soit ue H, dans la 
suite %, € H 4. et soit |ju, — u||x, —0, alors [[#, — 4] — 0 en vertu 
de (11.18). 

Dans les cas où l’opérateur est un opérateur différentiel pour 
un problème aux limites (son domaine de définition étant l’en- 
semble des fonctions admettant des dérivées d'ordre voulu et 
vérifiant des conditions aux limites homogènes), il peut s’avérer 
que l’espace énergétique se laisse compléter par des éléments ne 
vérifiant plus les conditions aux limites. Dans ce cas les conditions 
aux limites sont appelées conditions naturelles, dans le cas con- 
traire, conditions principales *). l 

Considérons à litre d'exemple le problème pour l'opérateur de 
Laplace, quand la condition aux limites est de la forme 


Ce cu 
on : 


+) En théorie de l'élasticité on dit conditions dynamiques pour conditions natu- 
relles et conditions cinématiques pour conditions principales. 


=0 (s>0). (11.49) 
S 
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Le domaine de définition de l’opérateur sont des fonctions con- 
2. avec leurs dérivées premières et secondes dans le domaine 
Q et vérifiant la condition (11.49). Pour deux fonctions quelcon- 
ques # et ve Q on peut former le produit scalaire dans l’espace 
énergétique 

[u, v] = (— Au, v) — 


= — \ Au v AQ =\graa u-orad v dQ — \r5 as. (11.50) 
n 
{1 {2 S 


Compte tenu de (11.49) on obtient 
Lu, v] = \eraau-grade + \- uv dS. (11.51) 


£2 S 


Cette expression à un sens et elle est positive même si la fonc- 
tion « ne vérifie pas la condition (11.49), qui est par conséquent 
une condition naturelle. 

Notons une règle permettant d’établir d'emblée le type des 
conditions aux limites. Soit un opérateur différentiel d’ordre 2r. 
Les conditions aux limites contenant des dérivées d’ordre 2r 
sont naturelles ; si les dérivées sont d'ordre < r — 1, les conditions 
aux limites sont principales. 

. Nous reviendrons à la question de la classification des con- 
ditions aux limites en principales et naturelles aux paragraphes 
consacrés aux méthodes variationnelles. Le type des conditions 
est essentiel pour décider du procédé de réalisation numérique. 


S 12. Méthodes variationnelles. Méthode de Ritz 


Considérons dans l’espace hilbertien H une équation opéra- 
torielle 


Au = f, (12.1) 
où À est un opérateur défini positif *). Démontrons que si l’équa- 
tion (12.1) admet une solution (désignons celle-ci par %,), elle 
minimise la fonctionnelle 

| Fu) = (Au, u) — 2{(u, f). (12.2) 
La réciproque est également vraie : l'élément de l’espace hilbertien 
minimisant la fonctionnelle (12.2) est solution de l’équation (12.1). 


‘*) Certains résultats, en. particulier le théorème formulé ici, s'avèrent vrais 
é:alement dans le cas où l'opérateur est positif. 
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Récrivons la fonctionnelle (12.2) en tenant compte de l'égalité 
Au, = f. Dans les notations de l’espace énergétique, on obtient 


Fu) = Lu, u] — 2[u,, uw]. (12.3) 


Ajoutant et retranchant de la partie de droite |4[%, = ['uo %0] 
on trouve 


Fu) = [u—us, U—Uo] — Lao, Uo] = lu —%0 514 — || Lo llér ge (12.4) 
La proposition directe devient maintenant évidente : 
min F(u) = F(ue) = —|uol#. (12.5) 


Supposons que la fonction w,e D, minimise la fonctionnelle 
(12.2). Dans ce cas pour tout À et pour toute fonction ne Ds, 
on à l'inégalité 


F(us + Xn) — F(uo) > 0. 


Développant cette inégalité compte tenu de la symétrie de 
l’opérateur À on obtient l’inégalité 


2A( Aus — f, n) + (An, n) > 0 (12.6) 
qui pour À > 0 devient 
2(Au, — f, n) + À (An, n) > 0. (12.7) 


Supposons que le premier terme est négatif. Se donnant alors un 
À suffisamment petit, on fait que l’inégalité (12.6) n’est plus res- 
pectée. Dans l’hypothèse que le premier terme est positif se 
trouve violée l'inégalité tirée de (12.6) pour À < 0. On arrive donc 
à légalité 

(Aus — f, n) = 0, (12.8) 


qui exprime le fait que l’élément Au, — f est orthogonal à tous 
les éléments de l’ensemble D,. Les espaces hilbertiens étant 
complets, cet élément est nul, d’où la proposition. Démontrons ceci 
directement pour le cas de l’espace C. La condition (12.8) prend 
la forme 


\ d(p) n (p) 49, 


Q 


où % — Au, — f, et n est une fonction arbitraire. Soit dans un 
domaine quelconque | > 0. Choisissons alors la fonction  posi- 
tive dans ce domaine et nulle en dehors de celui-ci. Il est évident 
que dans ce cas l'égalité (12.8) est violée et par conséquent (?) 
est identiquement nul. 

Considérons quelques exemples. Reprenons  l’opérateur 
— Œu/dx? = 2, défini sur l'intervalle [0, 1] pour les conditions aux 
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limites 4(0) — «(1) = 0. Cet opérateur est défini positif. La solution 
du problème aux limites est la fonction # = x(1 — x) qui 
minimise la fonctionnelle 


1 
F(u) = \(- — tu da 
0 


T 


La fonction z(2 — x) (n’appartenant pas au domaine D,) donne 
à la fonctionnelle une valeur moindre et c’est pourquoi les 
conditions aux limites (0) — u(1) — 0 sont des conditions 
principales. 

Envisageons maintenant pour le même opérateur différentiel 
les conditions aux limites #’(0) = 0, «’(1) + u(1) = 0. La solution 
du problème est la fonction # — 3 — zx° et la fonctionnelle corres- 
pondante est de la forme 

1 


Fu) = \(- 2 su) dx — 


1 
= {car — 4u(x)}dx + [u(1)F. (12.9) 
0 


Démontrons que la fonction « — 3 — z° minimise la fonction- 
pelle (12.9) dans la classe de fonctions continues et continûment 
différentiables sur l’intervalle [0, 1]. Prenons la fonction « + », 
il vient 


Leu")? — 4u]dz + wn À F 


1 
(u' n° — 2n)dz +2u(tn(2)| : {rar F a}. 


0 


Se OL) 


Fu + 1) = À 
F. L 

Ensuite 

1 


1 
\ur dx = — | dx + w’(1)n(1) — w’(0)n'(0) = 
© 0 
1 


= —\ un dx — u'(1)r(1). 


0 
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Les transformations effectuées permettent d'écrire la fonctionnelle 


(12.9) sous la forme 
1 


F(u + 7) = F{u) + (tua + a(L), 
Ô 
d’où F{u + n) > F{u). On a donc ici des conditions aux limites 
naturelles. 

On peut donc proposer le procédé suivant de décider du 
type des conditions aux limites : principales ou naturelles, quand 
le problème admet un traitement variationnel : on construit la 
fonctionnelle correspondante et l’on cherche à savoir si elle a un 
sens dans une classe beaucoup plus large de fonctions, puis on 
détermine par les méthodes connues du calcul variationnel sa 
fonction extrémale. Si cette fonction vérifie les conditions aux 
limites données, ces conditions sont naturelles. 

Nulle part plus haut il n’a été supposé que l’équation opéra- 
torielle (12.1) ou l'équation variationnelle équivalente (12.2) admette 
une solution, d’ailleurs ceci n’est pas en général vrai. Rapportons 
l'exemple de Weierstrass illustrant ce qui vient d’être dit. On 
demande de minimiser l'intégrale 

1 
I(y) — \ z*{[y'(x) dx (12.10) 

| 
dans une classe de fonctions continues et continüment différentiables 
sur l’intervalle —1 < x < 1 pour les conditions aux limites y(—1) — 
— —]1 et y(1) = 1. La valeur de (y) est bornée inférieurement, 
donc l'intégrale admet une borne inférieure égale à 0. On peut 
s’en assurer en Calculant, par exemple. l’intégrale de la fonction 
y, = arc tg (x/e)/arc tg (1/e). Cette intégrale est égale à 2:/arc tg (1/e) 
et peut être rendue, moyennant un choix approprié du 
nombre €, aussi petite que l’on veut. Cependant, dans la classe 
mentionnée il n’existe pas de fonction pour laquelle ce minimum 
est atteint, puisque pour J(y) — 0 on obtient y” = 0. Dans ce 
cas y — const, ce qui contredit les conditions aux points —1 et 1. 

On surmonte la difficulté en adoptant une position distribu- 
tionnelle du problème variationnel où le problème est toujours 
résoluble. Bien entendu, lorsque le problème initial admet wne 
solution, celle-ci se confond avec la solution du problème distri- 
butionnel. Introduisons en considération l’espace énergétique H, 
et la fonctionnelle (x, f). Compte tenu de l'inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski (11.6) et de l’inégalité (11.8), nous obtenons 


LG, f)1 < FI ll (12.11) 
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Donc (u,f) est une fonctionnelle bornée dans H, et par consé- 
quent en vertu du théorème de F. Riesz il doit exister un élé- 
ment 4, € H, tel que 


(u, f) = [4 %o] (12.12) 
pour un élément arbitraire uw € H. 
Ecrivons maintenant la fonctionnelle (12.2) sous la forme 


F(u) = [u, u] — 2[u, w]. (12.13) 


La formule (12.13) permet d'étendre la fonctionnelle définie pré- 
cédemment dans le domaine D, à tous les éléments de l’espace 
IT 4. L'élément #, minimise la fonctionnelle (12.13) puisqu’on à 
bien entendu l'égalité 


Ill, — 2Q, do]a = [lu — tof — Mol (12.14) 
et d'autre part min (uw) — F(us) = — léolé L'élément , est 
justement dit solution distributionnelle de l'équation (12.1). 

Si l’espace H est séparable, H4 l’est aussi. On peut alors y 
construire un système orthonormé complet de fonctions, que l’on 


désignera par w,. La solution distributionnelle «, sera cherchée 
dans ce cas sous la forme d’une série 


Lo = Ÿ, Los Sa]os. (12.15) 
ne! 
Utilisant (12.12) on trouve 


L'Uo» o, | — (f; ©) 
et 


9 = Ÿ (f, w,)o,. (12.16) 


Cette série converge pour la métrique énergétique et par con- 
séquent pour la métrique de l’espace initial. 

Décrivons l’espace énergétique dans les problèmes de Dirichlet 
et de Neumann. Il faut pour cela utiliser la notion de dérivées 
distributionnelles. Soient u(p) et v(p) deux fonctions sommables 


dans Q et soit Y(p) une fonction infiniment différentiable dans f?, 
nulle au Yoisinag se de la frontière. Admettons que pour toute 
fonction % (soumise aux restrictions introduites) on a l’égalite 


\ a _ an = — | v,Y 40. (12.17) 
Tj 


{1 { 


Dans ce cas la fonction v,(p) est dite dérivée distributionnelle de 
la fonction « par rapport à l’argument x, (v, — du/0zx;). Remar- 
quons que la dérivée distributionnelle coïncide avec la dérivée 
ordinaire si la fonction est différentiable. 


10 
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Soit 4, l’opérateur de Dirichlet pour l'équation de Laplace et 
H, l’espace énergétique correspondant. L'espace H, étant com- 
plet, pour tout élément « il existe une suite #«, telle que 


a, — ul, — 0 lorsque n — co. (12.18) 


Par conséquent, ||#, — u;|lx, — 0 pour n, Æ — co. Puisque 
n sé Jun dur ° 
Un — WE, —= —" — ——< |] dQ 
ILE ell4, à \( dx; ET | 
{à 


(m étant la dimension du domaine Q), nous obtenons 


LL. = + 0. (12.19) 


Donc on peut affirmer que la suite Gu,/0x, est une suite fondamen- 
tale dans l’espace L.. Cet espace étant complet, il doit comporter 
les fonctions limites v,, soit 


Ces fonctions v, sont des dérivées distributionnelles de « par rapport 
à æ, (Cu/0zx, = v;). En effet, pour tout ,(p) et pour les fonctions 
+ introduites précédemment, nous avons 


\ u, 2 4Q =— \ Jun 4Q. (12.21) 
UE | 0x; 
£ 


Passons dans l’égalité (12.21) à la limite sous le signe d’integra- 
tion. Ceci donne 


u 40 = — \ vb dQ. (12.22) 
dx; 
re re 


Par conséquent, l’espace H, est constitué de fonctions admettant 
des dérivées premières distributionnelles de carré sommable (espa- 
ce Li). 

La proposition analogue est vraie pour l’espace énergétique 
de l’opérateur de Neumann. 

Notons que les fonctions de l’espace Li vérifient les conditions 
aux limites au sens usuel, si les fonctions sont continues dans (2. 
Dans le cas contraire il peut être question d’une vérification des con- 
ditions aux limites au sens plus faible (au sens des distributions). 
On affirme seulement qu’il existe une suite de fonctions %, nulles 
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(chacune dans le domaine attenant à la frontière S) telles que 
im | > dQ = 0, (12.23) 
100 } jm] 
a 


où les fonctions w|, —0. 

Considérons le problème de Dirichlet pour un rectangle de 
côtés a et b, les axes de coordonnées étant choisis comme sur la 
SU 6. Nous allons partir de l’équation de Poisson sous la 
orme 


Ous _ du F 
Ôx; Ôt; 


— A9 = 2 (12.24) 
et supposer que la fonction © s’annule sur les côtés du rectangle. 
Il a été montré (cf. (11.44)) que l’opérateur considéré est défini 
positif. Dans ce cas le produit énergétique de deux fonctions 
et r s'écrit : 


a b 
[u, o] = — \\ et y) Au(x, y) dx dy, 
00 
et la norme est 
a b 
iu,=— (| ça, naute, gras à 
0 U 


Les fonctions 


mal 9) = |] 2 sin TE sin EE 
PmnlEs J) er bm2 + a?n° a bd 
(12.25) 
(n, m = 1, 2,3,...) 

sont continüment différentiables autant de fois qu’il le faut et. 
s’'annulent sur la frontière. Par des calculs immédiats on peut. 
montrer que ces fonctions sont orthonormées. La formule (12.16) 
nous donne 


PT: y) — Ÿ (2; Pms) Pma(Ts Y). 


m,n= 1 
Calculons les coefficients du développement 
(2, ms) = 
0 si m-n est un nombre pair, 
a b 
16ab ab 
— 9 — a 
\CACPELESE EE 
00 


si m°n est un nombre impair. 
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Nous obtenons finalement 


MAT . NY 
. sin . sin 
DT, Y) = ur 


m,n=1,3,5,.. MN(bSmME + ant) | 


Considérons maintenant une fonctionnelle ®(u) bornée infé- 
rieurement et soit d sa borne inférieure : 


d = inf ®(u). (12.27) 
La suite «, (n = 1,2, ...) est dite minimisante si 
limŒ®(u,) = d. (12.28) 


Plus haut il à été montré que pour l'équation Au = f (où À 
est un opérateur défini positif) une telle fonctionnelle existe. Alors 
pour la suite minimisante on a l'égalité 


limF(us) = — |luolf, (12.29) 


où #, est la solution distributionnelle de l’équation (12.1). 
Montrons que toute suite minimisant la fonctionnelle d’éner- 
gie converge en énergie vers la solution distributionnelle de 
l'équation (12.1). En effet, soit #, une suite ininimisante. Con- 
formément aux formules (12.29) et (12.14) on obtient 


Flu.) = [ts — %0l% — [ul — — {tolé . (12.30) 


Par conséquent, ||[u, — w,]|}1x, — 0 et||u, — #1]; > 0. On a considéré 
plus haut une équation avec second membre pour des condi- 
tions aux limites homogènes. Considérons maintenant une équa- 
tion homogène pour des conditions aux limites non homogènes. 
Le passage d’un problème à l’autre ne présente pas de difficul- 
tés de principe, mais nécessite toutefois un travail préparatoire. 
Aussi vaut-il mieux envisager ce problème directement. Soit 
donné 


Au = 0 (12.31) 
uis = ?(g) (ges). (12.32 


Supposons qu’il existe une fonction %(p) continue dans Q 
(qui admet des dérivées 0%/0æ, continues dans Q) admettant 
sur $ les valeurs données o(q). Supposons par ailleurs que l’inté- 


grale\ (grad d)° 4Q est finie. Considérons alors la fonctionnelle 


Du) = \ (grad u})° dQ (12.33) 


42 
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définie sur l’ensemble des fonctions vérifiant les mêmes conditions 
que la fonction ®. Cherchons le minimum de la fonctionnelle sur 
<et ensemble. Supposons que la fonction #, minimise la fonction- 
nelle (12.33). Montrons que si cette fonction admet dans (2 des 
dérivées secondes continues, elle vérifie l’équation (12.31). La réali- 
sation des conditions aux limites découle automatiquement de la 
définition de l’ensemble des fonctions w. Soit une fonction »(?) 
vérifiant les mêmes conditions de régularité que la fonction 4 et 
s’annulant sur $. Si { est un nombre réel arbitraire. on a 


d 
5 Dus + in) 


t m0 
et, par conséquent, 


\ gra üuo grad r dQO = 0. (12.34) 


11 
Appliquant la formule de Green (6.4) et utilisant la condition 
aux limites pour la fonction n on trouve 


\" Au, 4Q = 0, (12.35) 


d’où il découle que Aw, = 0. 

Démontrons maintenant que le problème du minimum de Ia 
fonctionnelle (12.33) admet une solution lorsqu'on élargit de façon 
appropriée son domaine de définition. La solution correspondante 
sera dite comme auparavant solution distributionnelle. Formons 
la différence 

T—=vd—u (12.36) 
où la fonction possède les propriétés mentionnées plus haut. La 
condition aux limites pour la fonction v s'écrit 

v|s — 0. (12.35) 
La fonctionnelle (12.33) devient 
Du) = D(Y — ©) = 


=\ (grad ©) dQ — 21 grad u gradt dQ + \(graa w)4Q. (12.38) 
£ {2 


Etant donné (12.37), la fonction v se laisse considérer comme 
un élément de l’espace énergétique de l’opérateur de Dirichlet 
pour l’équation avec second membre (étudiée précédemment). 
Ceci étant, la fonctionnelle dans l’espace Æ, s'écrit 


F(v) — \ (grad v)° dQ — 2 grad © grad Ÿ dQ ={||v||, 7; (12.39) 


£2 £1 
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où 
lo = \ grad v grad L4Q. 
re 


L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski permet d'affirmer que l’opé- 
rateur ! est borné. En effet, 
[lc < \ (grad ©): 49 (grad %)}? aa=0\| (grad Ÿ}° dQ. 
42 1 12 
En vertu du théorème de F. Riesz il existe alors un élément 
tel que {0 = [v, v,]. Récrivons maintenant la fonctionnelle (12.39) 
sous la forme 
Fu) = ||v In, — 2[0, vo] = [0 — volé, . Itol  - 


Donc le minimum de la fonctionnelle existe et il est réalisé pour 
l'élément v,. On peut démontrer que la solution distributionnelle 
du problème de Dirichlet est une fonction harmonique dans le 
domaine Q. 

Dans le cas du problème homogène de Neumann avec une con- 
dition aux limites non homogène, le problème se ramène à la 
recherche du minimum de la fonctionnelle 


 eraà u): dQ — 2| hu dS, (12.40) 
S 
où est la valeur de la dérivée normale sur la frontière. Le mini- 


num est recherché sur l’ensemble des fonctions vérifiant la con- 
dition 


\ u(p) 4dQ = 0. 
Q 
Notons que la réalisation des conditions aux limites n’est pas 
nécessaire (celles-ci étant des conditions naturelles). 
Les méthodes variationnelles s’utilisent largement dans le 
problème des valeurs propres (cf. $ 7). Soit l’équation 


Au — }u = 0. (12.41) 


Il s’agit de déterminer les valeurs du paramètre À pour lesquelles 
l'équation (12.41) admet des solutions non triviales (autrement 
dit, de trouver le spectre de l’opérateur À). 

Soient À une valeur propre et %#%, une fonction propre. Multi- 
pliant (12.41) par « on trouve 


j = uu). (Can), (12.42) 
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Notons que le spectre d’un opérateur symétrique est réel. Soit 


m = inf Cu M = sup 2 (12.43) 
(u, u) (u, u) 


Le spectre de l’opérateur se situe alors dans l'intervalle m < À< 
< M. En effet, supposons que À < m, alors (Au — Au, u) > 
> (m — À) (au, u). Donc, l’opérateur À — XE est défini positif et 
l’opérateur inverse (À — E)-1 existe ; par conséquent, les valeurs 
À <m n’appartiennent pas au spectre de l’opérateur 4. Des 
raisonnements analogues sont conduits pour la demi-droite 
À > M. Montrons aussi que les fonctions propres correspondant 
aux valeurs 2, et À, différentes sont orthogonales entre elles. On à 


Au = Us Aus = oo 


La première égalité sera multipliée à droite par %., la seconde à 
gauche par #,. Retranchons l’une de l’autre, il vient 


(4 — he) (M, We) = 0 
et donc 
(a, Us) = 0. 


Il découle de la formule (12.42) que déterminer la plus petite 
valeur propre revient à déterminer le minimum de la fonction- 
nelle (Au, u)/(u, u) (ou de la fonctionnelle (Au, u) sur l’ensemble 
des fonctions de norme unité). La fonction «, pour laquelle est 
atteint le minimum sera justement fonction propre. Les valeurs 
propres qui suivent peuvent elles aussi être déterminées à l’aide 
de la fonctionnelle (12.42), à condition de connaître toutes les 
valeurs propres qui précèdent et les fonctions propres qui leur 
correspondent. Supposons que les x premières valeurs propres 
sont déterminées. La valeur propre (n + 1)-ième se détermine 
alors comme le minimum de la fonctionnelle (12.42) sur l’ensemble 
des fonctions orthogonales à toutes les nr premières fonctions 
propres. 

Dans certaines conditions (plus exactement, quand tout ensem- 
ble borné d'éléments de H, est compact dans H) on a une suite 
infinie de valeurs propres et les fonctions propres correspon- 
dantes forment une suite complète aussi bien dans H que dans H :. 

Des considérations exposées ci-dessus il est clair qu’on peut 
chercher les solutions approchées de l’équation (12.1) par des 
méthodes (appelées directes) fondées sur la construction d’une 
suite minimisante pour la fonctionnelle (12.2) si, bien entendu, 
la solution existe. 

1. Décrivons quelques méthodes d’élaboration d’une suite 
minimisante. L’une d’elles a déjà été exposée plus haut lorsque 
la solution se cherchait comme portion de série de Fourier. Sx 
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réalisation pratique nécessite de construire une base orthonormée, 
or. Ce n’est pas facile. W. Ritz à proposé une autre méthode, 
trés efficace, qui consiste en ce qui suit [87]. Choisissons dans 
l’espace 77, une suite d'éléments 


Pis Po es Pare.) (12.14) 


telle que pour chaque À tous les éléments o©,, 2.,..., ©, sont 
linéairement indépendants et la suite (12.44) elle-même est com- 
plète pour la norme énergétique, c’est-à-dire que chaque élément 
u de HA peut être approché avec une précision voulue par les 


sommes Ÿ 4.9, au sens de la norme énergétique. Les éléments 


k= 1 
©. Sont appelés éléments de coordonnées. 
Nous commencerons la construction de la suite minimisante 
au sens de Ritz par l’examen de la série 


n 
Un = Ÿ A9x (12.45) 
ken] 
où a, sont des constantes à déterminer. Portant la série (12.15) 
dans la formule (12.13) nous obtenons une expression pour les 
coefficients &, @o, . . .,@,. Nous tirerons les valeurs des coefficients 
inconnus de la condition de minimalité de cette expression, i.e. 
des conditions 


OF(a, @, ..., An) 0 (j — 1,2, ...,n), 
da; 


ce qui conduit au srstème suivant d'équations algébriques : 


RLCRERERE Ÿ Cor ol@ — (f. en) = 0. (12.46) 
da; km] 

La matrice à éléments [o, ®,] s'appelle matrice de Ritz. Si les 

éléments de coordonnées appartiennent non seulement à l’espace 

H 4, mais aussi au domaine D ,, on peut alors prendre la fonction- 

nelle sous la forme (12.2). Dans ce cas le système s’écrit 


ÿ, [(Aqu Psy) — (f, 95)] = 0. (12.46) 

Res 1 
La condition de nullité des dérivées n’est en général autre que la 
condition d’extrémalité, mais comme l’opérateur À est défini 
positif, on à ici un minimum. Il est évident qu’avec l’accroissement 
du nombre de termes de la série (12.45) l’erreur de la solution 
(au sens de la norme énergétique) ne croit pas. Remarquons 
qu’on à un résultat beaucoup plus fort : l’erreur tend vers zéro, 
puisque le procédé de Ritz est un procédé de construction d’une 
suite minimisante. 
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n 
Démontrons maintenant que la suite #, — Ÿ @.7?,sera mini- 


k 1 
misante. Soit, comme auparavant, d = min Fu) —=— ||, I + où 
est solution exacte. Nous avons alors 
Fu,) > d, (12.47) 


puisque w, € DA (remarquons qu’il s’ensuit de (12.47) que la méthode 
de Ritz minimise la fonctionnelle avec excès). Il existe donc une 
fonction v e D, et telle que d < F(v) < d + e/2 pour un € choisi 
arbitrairement. Comme la suite ©, est complète pour la norme 
énergétique, on peut choisir un nombre n et des nombres 
Œd, d:,..., d, tels que 


€ $ @) 
les—vle, < (12.48) 
où 
km 


Le nombre À sera déterminé plus bas. 
D'autre part 
Fo.) — Æ(o) = [rs — volé, — UT — %ollà, = 


= (|l0e — %olla, + 117 — Golir,) (rs — tolir, — UT — téollr,) 
et en vertu de l'inégalité du triangle 
F(e,) — Er) < (Te — %olle, + UT — %ollr,) (Ta — vla). 
Tenant compte de l'inégalité (12.48) nous obtenons 
F(v,) — F(v) < (2iele, + 2{ltolx, + +) + (12.49) 
Choisissant Æ tellement grand que le second membre soit infé- 
rieur à e/2, nous obtenons 
d < F(v,) < Ft) +e2 < d + 2. 
Ainsi la suite v, est minimisante, alors que la suite #,, minimi- 
sante au sens de Ritz pour ces mêmes fonctions, est optimale et 
c’est pourquoi F'(u,) < F(v,). Donc 
d <F(u,) < d+e. 
Notons qu’avec l'accroissement de # la norme de la solution 


approchée «, croit si les fonctions de coordonnées sont orthonor- 
mées dans l’espace énergétique. En effet, 
n 


EE 2 


et la série limitée de Ritz coïncide avec la série limitée de Fourier, 
alors que le système (12.46) se diagonalise. 
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La méthode de Ritz est aussi efficace pour le problème des 
valeurs propres. Se donnant comme auparavant une suite de 
fonctions de coordonnées », (j = 1, 2, ...), nous représentons la 
solution (la fonction propre inconnue) sous la forme d’une somme finie 


U, = ÿ, a;@;. (12.50) 
j=il 
On conçoit qu’il s’agit de trouver le minimum de la fonctionnelle 
(Au, u) sous la condition (4, #) — 1. Recourrons à la méthode des 
multiplicateurs de Lagrange et construisons la fonction (À est un 
multiplicateur arbitraire) 


(Au,, u,) — AU, U). (12.51) 


Exprimant #, à l’aide de (12.50) et égalant à zéro toutes les dérivées 
partielles par rapport à a., on obtient le système 


D a(A?;; 2) — os )] = 0 (k=1, 2,...,n). (12.52) 
j=1 
La résolubilité du système (12.52) se définit par la condition 
de nullité du déterminant : 


(A? D) — À (Pur D1) (Des Di) — A( Pa 91) - 
(A? P1) — M Pas Pi) 

(As pe) — (91 De) (92 Pa) — Po Pa)... 
-. (A9, 92) — Ass 92) 


(49:; Dn) Ni 7 71° Pa) (49; Pn) EE N( Po» Pa) es 
ce (AQss Pa) — A Pur Pa) 
ce qui conduit à une équation du #-ième ordre, admettant, vu 
la symétrie de l’opérateur À, rien que des racines réelles ; dési- 
gnons-les par 24 (j — 1,2,....n). Choisissons maintenant les solu- 
tions du système (12.53) de telle sorte que les sommes (12.50) soient 
normées (nous les désignerons par u(2)). 

Pour chacune des racines on à l'égalité À — (Aui, ui). Par 
conséquent, le minimum de la fonctionnelle (Au, u) est atteint pour 
min {A/}, que nous noterons À;. 

Voyons maintenant comment change ce minimum avec l’accrois- 
sement du nombre #. 

Soit d une valeur minimale de la fonctionnelle (Au, uw). Il 
est évident que d < À5 et comme avec l’accroissement de n la 
valeur À ne croit pas, il doit exister une limite de ?%. Démon- 
trons qu’elle est égale à d. Il ressort de la définition de la borne 
inférieure d, que pour tout € > 0 on peut trouver un %” tel que 


d<(Au,u)<d+s= (12.54) 


— 0, (12.53) 


si (#”, u’) = 1. 
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Comme la suite {®,} est complète pour la norme énergétique, 
alors on peut, pour un AN fixe, choisir les constantes b, 
(Ek = 1,2,..., N) de telle sorte que soit vérifiée l’inégalité 


= N de 
[ur — UT < Ve (“ = Ÿ, be) (12.55) 
k=!1 
Dans ce cas 
jus <u'|+ Ve <Va + e+Ve. 
Par définition de d 
1 ” 
ul <——lug — | <Vejd. (12.56) 


Par conséquent, 
[us >lu1 — Vefd = 1 — Vejd, 
ce qui permet d’établir l’inégalité 
[fusil 4 - Vdte +Vey 
PAIE (1 —Verd 
D’autre part, il découle de la définition de d l’inégalité 


=d+tn (n—=0 pour e—>0). (12.57) 


ac M. (12.58) 
Iles ils 
Compte tenu de (12.57) et (12.58) nous obtenons 
(Aux, us) 
(uw, un) 
Six > N, alors À3 < 2% et par conséquent d < A4 < d+n. 
Ainsi donc on à démontré que 
lim}? = d. (12.59) 
n 00 
Les difficultés auxquelles on se heurte avec la méthode de 
Ritz ressortent clairement de l’exposé précédent. Tout d’abord, 
on à à construire des fonctions vérifiant des conditions aux limites 
homogènes. Pour les domaines à géométrie complexe ceci peut 
s’avérer un problème exigeant énormément de travail et, ce qui 


est essentiel, un problème ne se laissant pas calculer sur ordina- 
teur *. Evidemment, le problème se simplifie quelque peu lorsque 


d£<KS <d+n. 


*) Quelques procédés de construction de fonctions des coordonnées pour des 
domaines à configuration complexe sont étudiés dans [89]. 
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les conditions aux limites sont naturelles, car on ne demande plus 
que celles-ci soient satisfaites par les fonctions de coordonnées. 
Puis, afin d’obtenir une précision élevée, on se voit obligé de 
résoudre des systèmes complets d'équations d'ordre très élevé. 
Comme le montre la pratique des calculs, la solution peut s'avérer 
instable. Nous reviendrons sur cette question à la fin du para- 
sraphe. 

Ces dernières années on applique largement une modification 
de la méthode de Ritz, dite méthode des éléments finis. Elle sera 
exposée au $13 de ce chapitre. 

Citons d’autres méthodes de construction des suites minimi- 
santes : méthode de Courant, méthode de la plus grande pente, 
méthode des moindres carrés. 


2. Passons maintenant à l’exposé de méthodes non variation- 
nelles, mais proches de celle-ci. Arrêtons-nous sur la méthode des 
projections orthogonales [68], considérée dans son application au 
problème de Dirichlet. Examinons l’équation opératorielle 


— Au = f(p) (12.60) 
pour la condition aux limites 


La formule connue 
Au = div grad« 


traduit le résultat de l’application successive de deux opérateurs : 
gTad et div. Notons v = grad u. On peut poser le problème de la 
manière suivante : trouver la fonction vectorielle © vérifiant 
l'équation 


— div © = f(p) (12.62) 


et étant le gradient d'une certaine fonction s’annulant sur S. 
Tous les raisonnements seront conduits dans l’espace vectoriel 
L,. Définissons dans L, deux ensembles : L., l’ensemble des 
vecteurs, gradients des fonctions appartenant à l’espace H, et 
s'annulant sur la frontière, et L.., l’ensemble des vecteurs possé- 
dant une divergence *) nulle. On peut montrer que ces ensembles 
sont des sous-espaces, qu'ils sont orthogonaux l’un à l’autre et 
leur somme est l’espace initial L,.. Par conséquent, toute fonction 
de L, s’avère représentable sous la forme © = ®, + v.,, où %,e La 
et v.€ L:,, et de plus (v,, v:) = 0. 


*) I s'agit en général de la divergence au sens des distributions formée des déri- 
vées distributionnelles. 
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Proposons-nous de construire un vecteur vérifiant l’équation 
(12.62). Désignons-le par V. Ce problème n’est pas compliqué et 
il explique l’essentiel de là méthode des projections orthogonales. 
Supposons que la fonction f(p) ne possède qu’une composante 
différente de zéro (la première, par exemple). Dans ce cas on 
doit admettre les seconde et troisième composantes du vecteur 
nulles. La première composante sera alors l’intégrale 


T1 


MOTS 


Introduisons en considération un vecteur w que nous définis- 
sons par l'égalité 


4 — To + w, (12.63) 


où ?, est la solution du problème de Dirichlet (12.62). Le vecteur 
w admet une divergence nulle (div = div Ÿ — divo, = 0) et 
donc appartient à l’espace L... Le vecteur inconnu tv, s’avère 
alors une projection orthogonale du vecteur V sur le sous-espace 
LA, ce qui justifie le nom de la méthode. La détermination de la 
fonction v, ne présente plus de difficultés. 

Il est plus rationnel de chercher préalablement le vecteur 
auxiliaire w. À cet effet, construisons une suite complète dans L,, 
de vecteurs orthonormés d, possédant une divergence nulle, et 


représentons w& comme # — YŸ a, Ÿ,, où a, — (V, #,). (La solution 
COS | 


cherchée s'écrit alors 


co(P) = V(?) — ÿ 4, de) Sa(P). (12.64) 


La considération de la méthode pourrait s'arrêter là. mais une 
analyse complémentaire de la formule (12.64) présente de l'intérêt 
pour la suite. Tenant compte de l’orthogonalité des fonctions 
vo et Ÿ, (nr — 1,2,...) nous obtenons 


© 
IT = VIE — Y (V, 4.) 
=] 
Augmentant le second membre en’ prenant une série limitée, 
nous arrivons à l’inégalité 


N 
No < I VIE — Ÿ (F, &). (12.65) 


51 an | 
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Puisque Tr, = grad,, nous avons 


col? = \(eraaur dQ —=||wollfr ,- (12.66) 


Rappelons l’égalité (12.5) 
lwollé, = — min F(u). 


Nous tirons alors de (12.65) et de (12.66) l’estimation 


min Fu) > — [lie — $ (7, 4.) (12.67) 


ñ =] 


Donc la méthode des projections orthogonales permet d’obtenir 
une estimation inférieure de la fonctionnelle énergétique. 

Dans le cas du problème de Neumann l’espace L.. est constitué de 
fonctions de divergence nulle et s’annulant sur la surface frontière. 

Passons à l'estimation, à l’aide de la méthode des projections 
orthogonales, de l'erreur des solutions fournies par les méthodes 
variationnelles. 

Prenons de nouveau l’équation 


Au = f. (12.1) 


Soient %, sa solution exacte et ,la solution obtenue par la 
méthode de Ritz. Estimons l’erreur 


Up — Un = GA(u, — u,) = G(f — Au,) (12.68) 
(l'opérateur G — AÀ-!). Alors 


Uno — 21 < IGUIf — Au, < If — Aus, (12.69) 


où la constante + se détermine par la formule (11.33). 

Cette estimation peut être très grossière. De surcroit il est 
impossible d’affirmer qu’avec l’accroissement de x l'erreur tend 
vers zéro. L'écart (f — Au,) tendra vers zéro si l’opérateur À 
est borné. 

Proposons un autre procédé de construction d’une estimation 
de l’erreur. Nous avons 


Fu,) = lus — ol, — tolé, (12.4) 
Soit, comme auparavant, d — min F(u) — —{«,|},, alors 


lus — Vol, = F(us) — d. (12.70) 
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Admettons qu’on ait trouvé un nombre à, suffisamment proche 
de det inférieur à celui-ci. Alors, remplaçant dans le second membre 
le nombre d par à, nous obtenons l’estimation 


lu, — %l, < F(u,) — 8. (12.71} 
Pour la norme dans l’espace H on a l'estimation 


Lu, — ul < — VC) 0. (12.72) 


Afin de déterminer un nombre à suffisamment proche de d, 
on peut procéder de la manière suivante. Soit O(u) une fonction- 
nelle dont le minimum est égal à —d. Posant à — — Œ{u), où 
est un élément quelconque du domaine de définition de la fonc- 
tionnelle D(u), nous aboutissons à l'estimation (12.72), qui s'avère 
fort exacte pour un choix approprié de l’élément «. On arrive 
donc à minorer et à majorer l'erreur de la fonctionnelle énergétique 
(et par conséquent la solution elle-même). 


3 Etudions la ?néthode de Boubnov-Galerkine. Revenons de 
nouveau à l'équation opératorielle 


Au — f(p) = 0. (12.1) 


Si l'équation (12.1) est différentielle, nous exigeons en outre que 
soient remplies des conditions aux limites homogènes. 

Comme dans la méthode de Ritz, choisissons une suite de 
fonctions de coordonnées ©, (n = 1, 2,...) qui, d’après la position 
du problème, admettent des dérivées continues jusqu’à un ordre 
défini dans un domaine fermé et vérifient les conditions aux 
limites. Cherchons la solution sous la forme 


u(p) = Ÿ app). (12.73) 
ko] 


Nous tirerons maintenant les coefficients a, de la condition 
que le premier membre de l'équation (12.1) soit orthogonal à 
chacune des fonctions ©, (n = 1,2, LE N) après qu’on y porte une 


somme finie de N termes u,(p) — Ÿ a.7:(p), à savoir 
ET | 


(Au,(p) — Jp), 1) =0 (E—=1,2,...,N). (12.74) 


Ceci nous conduit finalement à un système d’équations linéaires 


D atdawn) = (fe) Œ=1,2,..,N) (12.75) 


mn] 
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qui coïncide avec le système de Ritz si À est un opérateur défini 
positif *). 

Le problème des valeurs propres se ramène au système d’équa- 
tions 


N 
D GAP De) — AP Px) = 0 (k—1,2,...,N), (12.16) 
nm! 
admettant des solutions non triviales pour les valeurs de À qui 
annulent le déterminant du système. 

Quant à la convergence des solutions approchées construites à 
l’aide de la méthode de Boubnov-Galerkine vers la solution exacte 
dans le cas où l’opérateur est défini positif, on n’a pas besoin 
d'étudier ici cette question, car les choses en sont tout comme 
dans le processus de Ritz. Dans d’autres cas des études néces- 
saires ont été faites. On a établi, par exemple, que la solution des 
équations intégrales de Fredholm de deuxième espèce obtenue 
par la méthode de Boubnov-Galerkine coïncide avec la solution 
qu’on obtient en remplaçant le noyau par son développement en 
série suivant les produits des fonctions de coordonnées [86] (le 
noyau est alors dégénéré). 

Des résultats très généraux ont été ohtenus dans [66, 70], 
où l’on part de la représentation de l’opérateur À sous la forme 
d’une somme de deux opérateurs, l’un, À4,, étant défini positif 
dans un espace H, et l’autre, K, défini dans un espace englobant 
l’espace H. De plus, l'opérateur A5 'K est supposé complètement 
continu dans HA. 

On démontre de même que si l'équation initiale admet dans 
H 4, au plus une solution, la solution approchée au sens de Boub- 
nov-Galerkine converge alors vers la solution exacte dans l’espace 
HA, (pour la norme énergétique). Dans le cas du problème des 
valeurs propres on à établi que les valeurs propres exactes sont 
les limites des valeurs propres approchées obtenues par la méthode 
de Boubnov-Galerkine. Remarquons que la construction des élé- 
ments propres en tant que limites des éléments propres axpprochés 
n’est pas toujours possible (des exemples contraires sont connus 
(85]). La construction devient toutefois possible si l’on exige 
complémentairement que la résolvante de l’opérateur 45'It admette 
des pôles simples. Remarquons que pour la méthode de Ritz, 
XK — E, de sorte que les pôles sont toujours simples. 


*“) Cette circonstance a été notée pour la première fois par I. Boubnov [13] 
dans l’analvse du problème sur la stabilité d’une lame, problème dont la solution a 
été obtenue par S. Timoshenko à l’aide de la méthode de Ritz. Uïltérieurement 
B. Galerkine [27] remarqua que l'existence d’un problème variationnel équivalent 
n’est pas nécessaire pour l’algorithme donné et que, par conséquent, la restriction 
introduite dans le cas de l’analyse par des méthodes variationnelles (à savoir, l'exigence 
que l’opérateur A soit défini positif) devient superflue. 
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Etudions maintenant l'influence de l'erreur des calculs sur 
la stabilité des méthodes de Ritz et de Boubnov-Galerkine. 

Nous avons établi plus haut qu'avec l’accroissement du nombre 
de fonctions de coordonnées la solution approchée tend vers la 
solution exacte (au sens des distributions), tous les calculs étant 
exacts. Cependant, aussi bien les calculs des coefficients du système 
de Ritz que la solution du système sont entachés d’erreurs dont 
l'influence croit avec l'élévation de l’ordre du système. L’étude de 
ce problème nécessite l’introduction de notions nouvelles que nous 
allons définir. 

Une suite de fonctions est dite minimale si l’exclusion de l’une 
d’elles restreint l’espace engendré par cet ensemble. Si le nombre 
des éléments est fini, une minimalité signifie simplement 
une indépendance linéaire des fonctions. Par système fortement 
minimal on entend le système de fonctions pour lequel les valeurs 
propres de la matrice 


Ps Pal (Dk—=1,2,...,n) (12.77) 


sont bornées inférieurement par un nombre positif (quel que soit 
l’ordre de la matrice). Il est évident que tout système orthonormé 
de fonctions est fortement minimal, puisque toutes les valeurs 
propres sont égales à l’unité. 

Lorsqu'on résout un problème variationnel par la méthode de 
Ritz (à la différence du développement de la solution en série 
orthogonale de Fourier) les coefficients dépendent du nombre 
global de termes retenus, aussi est-il préférable de représenter la 
solution sous la forme de la série 


= Y ap. (12.78) 
h=] 

Il est démontré [71] que si le système de fonctions de coordon- 
nées est minimal dans H 4, alors existent les limites 

a, = lima}”. (12.78) 
no 

Remarquons que dans le cas d’un système fortement minimal 
la série (12.78) converge. 

Résumons : pour un système de fonctions de coordonnées 
fortement minimal, la solution du système infini aussi bien que la 
solution approchée qui se construit pour un nombre fixe de fonc- 
tions de coordonnées retenues, s’avèrent stables par rapport aux 
petites modifications de la matrice de Ritz et aux colonnes du 
second membre. 

Voyons quelle est l’influence de l’erreur due au fait que la 
solution du système de Ritz même est approchée. Le rapport de 
conditionnement de la matrice joue ici un rôle important. Pour 


11 
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que la solution s’avère stable dans ce cas aussi, il est nécessaire 
que les valeurs propres de la matrice soient bornées supérieure- 
ment et inférieurement par des nombres positifs, quel que soit 
l’ordre de la matrice. 

Comme dans la méthode de Ritz, la réalisation pratique de la 
méthode de Boubnov-Galerkine se complique par suite des erreurs 
de calcul (croissant avec l’accroissement du nombre de fonctions 
de coordonnées retenues). Illustrons ce qui vient d’être dit sur 
un exemple. Soit à résoudre l’équation 

dv 


— g(z) (0<z<1) (12.79) 


pour les conditions aux limites 
v(0) = v(1) = 0. (12.80) 
Choisissons les fonctions de coordonnées sous la forme 
ox) = 21 — x) (k = 0,1,2,...). (12.81) 


Ces fonctions sont linéairement indépendantes et constituent un 
système complet dans l’espace L.. 
Le système (12.75) s’écrit : 


SE 
Eh 2 + KR + SM k + AE + K + 5) 


1 
eo — (ae — x)dx (1—0,1,...,N). (12.82) 
0 


Comme les fonctions +, sont linéairement indépendantes, le 
système (12.82) admet toujours une solution. Effectuons mainte- 
nant une opération qui laisse inchangés les coefficients a. et 
augmente d’une unité a4. Le nouveau système de coefficients 
(désignons-le par b,) vérifie alors le système d’équations 


N bx 
à 2 + k + 3) + K + 4) + K + 5) 


1 
_—. a 9 SS 
BEEN EIGENTNINTD ) 


dans lequel on reconnaît le système (12.82) avec le second membre 
modifié. L'examen des termes complémentaires du second membre 
de (12.83) montre qu’avec l’élévation de l’ordre du système (du 
nombre N) ces termes tendent vers zéro. Il n’en reste pas moins 
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que la solution du système varie d’une certaine façon et ceci indé- 
pendamment de l’ordre du système. 

L'instabilité mentionnée provient du fait qu’avec l’accroisse- 
ment de N l’indépendance linéaire du système de fonctions o, 
dégénère et le système devient mal conditionné. On montre, en 
effet [115], que la plus petite valeur propre ÀŸ tend vers zéro 
avec l’accroissement de N, ce qui rend le système mal condi- 
tionné (cf. $ 15). 


4. En conclusion de ce paragraphe nous considérerons les 
inégalités dites variationnelles. Il à été montré précédemment 
qu’il existe, en général, un traitement équivalent de certaines 
équations opératorielles quand il s’agit de déterminer l’extrémum 
de telle ou telle fonctionnelle. Montrons qu’il existe encore une 
classe de problèmes (dits problèmes à contraintes), qui se rame- 
nent à des problèmes variationnels, mais leur solution est recher- 
chée non pas dans un espace, mais sur un ensemble défini par cer- 
taines contraintes *). 

Considérons ce problème sur l’exemple de l’équation déjà 
connue 


— Au = f. (12.60) 
Posons les conditions aux limites spécifiques suivantes : 
u(z) — h(x) > 0, zesS, (12.84) 
2 >0, ze, (12.85) 
on 
(u — h) _ —0, zeS, (12.86) 


où (x) est une fonction donnée. Il découle de (12.86) que 12 surface 
S se décompose en deux parties $S, et S, de telle sorte que 
u = hsur S, et du/ün = 0 sur S.. 

Introduisons en considération l’espace Ÿ de fonctions de 
classe W2 [97] et définissons dans celui-ci l’ensemble Æ de la 
manière suivante : 


K = {vive V, (x) 3 h(x), reS}. (12.87) 
Remarquons que si deux éléments v, et v, appartiennent à cet 


ensemble, alors v, = av, + (1 — æ«)v, lui appartient aussi. Les 
ensembles possédant cette propriété sont appelés convexes. 


*) Cette classe de problèmes constitue l’objet de la programmation matht- 
matique. 


164 APPAREIL MATHÉMATIQUE DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ (CH. TI 


Muiltiplions les deux membres de l'équation (12.60) par un 
élément ve V et appliquons ensuite la formule de Green (6.4). 
Nous obtenons 


| vuve aa (fe 40 + (vds. (12.88) 
S 


£2 12 


Transformons (12.78) de façon à vérifier les conditions (12.85) 
et (12.86). Pour cela récrivons (12.88) en posant = « et retran- 
chons l’égalité obtenue des deux membres de (12.88) : 


\ Vu-V(v — u)dQ — \re — u)dQ AE —u)dS. (12.89) 
re) ñ $ 


Examinons la dernière intégrale. Sur la surface S,, on 
a u —h et donc v—u > 0. Par conséquent, sur $S, on a 


(v — u) _ > 0et l'intégrale prise sur $, s’annule. Aussi l'égalité 
(12.89) donne lieu à l’inégalité 


Vu-V(v —u)dQ > (re — u)dQ VvueK. (12.90) 
re 


Les inégalités de ce genre sont dites variationnelles. Dans le cas 
général, cette inégalité s’écrit sous forme symbolique 


a(u, v—u) >(f,7 — u). (12.90°) 


Il est aisé de voir que toute solution du problème (12.60), (12.84)- 
(12.86) vérifie l'inégalité (12.90). Montrons qu’inversement, si une 
fonction vérifie l’inégalité (12.90) (et admet des dérivées secon- 
des), elle se trouve être solution du problème proposé. En effet, 
soit © une fonction infiniment différentiable dans un domaine et 
admettant dans le voisinage de $ des dérivées de tous les ordres 
nulles. Portant dans (12.90”) les fonctions v — x + ®, nous obte- 
nons 


+ au, 9) > +(f, 9) (12.91) 
et par conséquent 


au, ?) = (f, ?). (12.92) 


Effectuant des transformations évidentes (tout en utilisant la 
définition de la dérivée distributionnelle) il est aisé d’obtenir 
l'équation (12.60). Il n’est pas difficile de pousser la démonstra- 
tion jusqu’au bout, montrant que les conditions aux limites 
(12.84)-(12.86) sont vérifiées. 
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Voyons comment se présentent les problèmes sur la recherche 
de l’extrémum d’une fonctionnelle dans le cas des problèmes à 
contraintes. Dans ce cas aussi le domaine de définition de la fonc- 
tionnelle doit évidemment être un ensemble convexe. (C’est là 
la raison pour laquelle on appelle la branche correspondante des 
mathématiques analyse convexe, ou programmation convexe). 

Introduisons une nouvelle définition : une fonction scalaire est 
dite convexe sur un ensemble convexe, si a lieu l’inégalité 


plar + (1 — ay] < ao(x) + (1 — a)o(y) (0 < & < 1). (12.93) 


Lorsqu'on à l'inégalité stricte pour 0 < « < 1, x # y, la fonction 
est dite strictement convexe. 

Montrons maintenant que le problème (12.60), (12.84)-(12.86) 
est équivalent au problème de minimisation de la fonctionnelle 


F(v) = a(v, v) — 2(f, v) — \ (Ver) dQ — \re dQ. (12.94) 


On peut montrer que la forme a(r, v) est définie positive sur V. 
Pour cela il suffit de regarder l'inégalité de Friedrichs (11.43). 
Il est également aisé de démontrer que sous cette condition la 
fonctionnelle (12.94) cst convexe. Représentons maintenant la 
condition de convexité de la fonctionnelle (12.94) sous une forme 
différente de (12.93). La relation de départ est, naturellement, 
(12.93); on à 


aF(n) >F [ar + (1— œ)t:] — (1 — «) F(vs). 
Posant ensuite &« — 1 — 8, nous obtenons 

Fo) > 0F(v,) — 0F(r:) + F[(1 — 6)", + 6]. 
En définitive nous aboutissons à l’inégalité 


F(v2) — F(e) >—[F{(1— 6) + 6r)l. (12.95) 


Effectuons dans (12.95) le passage à la limite pour 6 — 0, ceci 
nous donne 
F(v:) — Fu) > at, Te — 0) — (f, Ve — Un). (12.96) 
L’inégalité variationnelle (12.90) permet d’écrire (4 = %,) : 
F(c) — F{u) > 0. (12.97) 


Donc la fonction # minimise la fonctionnelle (12.94) sur l’ensemble 
X. Montrons que la réciproque est également vraie. Supposons que 
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« minimise la fonctionnelle (12.94) sur l’ensemble Æ. Nous avons 
alors pour tout TeK et0<60<1i 


Fu) < FT(1 — 8)u + 6v]. (12.98) 


En raison de la convexité de Æ, la fonction (1 — 6)« + 0v appar- 
tient à EX. 
Comme 6 > 0, l’inégalité (12.98) est équivalente à l’inégalité 


—{F(Q — Gju + 07] — F{u)} > 0. 


Passant à la limite pour 6 —> 0, nous obtenons 
a(u,v — u) > (f, T — u). (12.99) 


Exposons maintenant les méthodes efficaces de minimisation 
de la fonctionnelle F(u). La méthode la plus simple consiste à 
définir dans l’espace V un sous-espace de dimension finie de base 
Pis Pay --.r One La Solution sera recherchée dans ce cas sous la 
forme de la série 


re 
u — Ÿ  an?a: (12.100) 


ñ =] 


Par conséquent, la fonctionnelle dépendra des paramètres a. 
A la première étape, la minimisation de la fonctionnelle peut être 
effectuée dans la direction du gradient, par exemple. Comme à 
chaque étape on risque de quitter l’ensemble K, il est nécessaire 
d'opérer une correction à chaque itération en revenant sur Æ. Le 
retour le plus efficace est celui qu’on obtient avec une projection 
orthogonale. Dans ce cas l’algorithme intermédiaire peut être 
représenté sous la forme : 


UN = Pifuk — p,VF(ai, ...,ax)}, (12.101) 


où 2 est le numéro de l’itération, P, l’opérateur de projection 
orthogonale sur K, p, le paramètre d'itération définissant la 
longueur du pas, V le gradient. 

Citons un groupe de méthodes dites de relaxation avec les- 
quelles le problème de minimisation de la fonctionnelle de plusieurs 
variables se ramène à la minimisation successive d’une fonction 
d’une variable. 

Considérons plus en détail la méthode permettant de ramener 
le problème de minimisation de la fonctionnelle sur un ensemble 
de structure complexe à un problème où l’ensemble admet une 
structure beaucoup plus simple. Introduisons la fonction de 
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Lagrange qui, dans notre cas, s'écrit : 


P(v, p) = F(9) + \e — r)pdS = 
S 
—F(v) + (h— r,p) = Fe) + (Be, p). (12.102) 


Montrons que le problème de minimisation de la fonctionnelle 
P(v, p) pour ve Æ (dans ce cas Bv < 0 pour p > 0)est équivalent 
au problème de la recherche d’un point w, q, appelé point selle. 
C’est un point pour lequel sont vérifiées les inégalités 


P(u, p) < Pu,g) < P(v,g) VreV, (12.103) 
autrement dit, 
P(u, q) = min max Z(v, p) = max min Z(v, p). 
vEY p>0 p>0 ver 


Récrivons (12.103) compte tenu de (12.102) sous la forme 
Fu) + (Bu, p) < Fu) + (Bu, g)<F(v) + (Br,g). (12.104) 
De l'inégalité de gauche découle 
(Bu, p) < (Bu, q). 


Comme gqg > 0 et que cette égalité est vraie pour tout ? > 0, 
alors (Bu, q) = 0. Si, par contre, we X, alors h — v < 0, et donc 


(Bu, q) < 0. 


Comme (12.104) est vérifiée pour tous les ve V et, en particulier, 
pour ve K, alors, compte tenu des affirmations précédentes 


F(u) < F(v) + (Br, p) < F(v). (12.105) 


Or ue K (puisque « e V et Bu < 0), donc « est un point optimal. 

Pour trouver le point selle nous recommandons le procédé 
suivant : on s’avance vers la solution suivant la descente la plus 
rapide de la fonctionnelle de Lagrange par rapport à © et sa 
plus rapide croissance par rapport à g, en tenant compte de la 
contrainte imposée à g (qg > 0) au moyen de l’algorithme (12.101). 
Ainsi, il convient tout d’abord de poser qg° > 0 et puis de minimiser 
la fonctionnelle Z(v, g°) par rapport à v. Ceci nous conduit à 
l'élément u°. A la troisième étape nous maximisons la fonction- 
nelle Z(u°,p) par rapport à p et arrivons à une nouvelle valeur 
g. L'opérateur de projection P, se construit alors de façon extré- 
mement simple puisqu'il est soit identique, soit nul. Le processus 
est ensuite réitéré. 
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S 13. Schémas variationnels aux différences 
finies. Méthode des éléments finis 


Comme on a souligné au paragraphe précédent, la construction 
des fonctions de coordonnées suivant Ritz est liée à des difficul- 
tés de poids, surtout pour les domaines à configuration complexe. 

Un procédé relativement simple de construction de fonctions 
de coordonnées de forme spéciale à été proposé dans [17]. Il a 
permis d'élaborer un algorithme universel, souvent appelé méthode 
des éléments finis (MEF). 

Donnons l’exposé des principales idées de la méthode des élé- 
ments finis sur l’exemple d’un problème à une dimension [106]. 
Considérons le problème aux limites pour deux points 


Au = - + (te) À | + q(au = f(x) (13.1) 


sur l’intervalle [0, x]. Soit u(0) = u(x) = 0, p(x) > 0, q(x) > 0 

Des constructions analogues à celles du $ 11 permettent de 
montrer que l’opérateur À (pour des conditions aux limites don- 
nées) est défini positif. Donc, le problème (13.1) peut être ramené à 
un problème de minimisation de la fonctionnelle 


r 


Fu) = (Au, u) — Au, f) = \ [p(u'}? + qu? — 2fu]dr. (13.2) 
0 


Pour la méthode des éléments finis, la question concernant la 
classe de fonctions dans laquelle peut être cherché le minimum de la 
fonctionnelle (13.2) est essentielle. L’équation (13.1) contenant 
des dérivées secondes, il est logique de rechercher les fonctions 
inconnues dans la classe de fonctions Li. D’autre part, l’intégra- 
tion par parties, à laquelle on à eu recours pour élaborer la fonc- 
tionnelle, n’a laissé dans l’expression (13.2) que des dérivées pre- 
mières, aussi jouit-on d’une plus grande liberté puisqu'on peut 
considérer la classe de fonctions Li. Mais il se trouve possible de 
se borner à des fonctions polynomiales par morceaux et même 
linéaires par morceaux. En effet, les fonctions linéaires par mor- 
ceaux sont la limite d’une suite de fonctions régulières, cette 
notion de limite étant utilisée naturellement dans le sens suivant : 


\ Lptu' — u{)} + q(u —u,)]dr => 0 pour n > 00, (13.3) 


0 
où %, est une suite de fonctions régulières et l’intégrale interprétée 
comme la somme d’un nombre fini d’intégrales étendues aux inter- 
valles dans lesquels «” existe. 
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Exigeons en outre que les fonctions utilisées pour la minimi- 
sation de la fonctionnelle vérifient de même les conditions aux limi- 
tes puisque celles-ci sont principales. Nous allons résoudre notre 
problème, désormais variationnel, par la méthode de Ritz, d’abord 
dans son application classique et ensuite en tant que méthode des 
éléments finis. 

Supposons p et g constantes et l’approximation de Ritz, notée 
u (h — r/N), égale à 

: 44 DER 
ua) = Saez) = Ÿ & = sine. (13.4) 
j=1 j=i F 
Il est aisé de voir que les fonctions de base or) = V2/xsin j 
sont de classe admissible, orthonormées et vérifient les conditions 
aux limites. La substitution de #? dans l'expression de la fonc- 
tionnelle donne 


T 
N 


Ft) = Ÿ [te + 9) —2 \sue az | (13.5) 
0 


j=1 


et les conditions de minimum àF/6q,; = 0 permettent immédiate- 
ment de trouver les coefficients indéterminés 


g=- id (j=1,2,..,N). (13.6) 


Etant donné l’orthogonalité des fonctions de coordonnées, la 
solution au sens de Ritz donne d’emblée une série de Fourier 
limitée. De ce fait l’accroissement du nombre de fonctions de coor- 
données n’entraine pas une reconstruction des coefficients déter- 
minés jusque-là. 

Minimisons maintenant la fonctionnelle (13.2) directement par 
la méthode des éléments finis. 

Partageons l'intervalle [0, x] en N intervalles de longueur À 
(x = Nh). Procédons à l’approximation de la fonction cherchée 
sur Chacun des intervalles partiels à l’aide de polynômes. Limi- 
tons-nous d’abord à l’exigence de la continuité de la fonction « 
aux nœuds æz, = 0, h, 2h,..., x. Le plus simple alors est de pren- 
dre en qualité d’approximations de Ritz l’ensemble de fonctions 
linéaires dans chaque intervalle [(j — 1)k,jhk], continues aux 
nœuds æ — jh et nulles pour z = 0 et x = x. Afin de trouver la 
base correspondant à une telle approximation, écrivons la solu- 
tion sous la forme 


N 
ua) = À qe(2). (13.7) 


J=1 
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Les plus commodes s’avèrent des fonctions égales à l’unité au 
nœud æ — jh et nulles en tous les autres nœuds (fig. 7). Evidem- 
ment, avec l’accroissement de N le pas À et donc la base chan- 

gent, aussi écrivons-nous l’ap- 


op" (x) proximation (13.7) en indi- 
J quant la partition (en inter- 
] | valles de longueur k): 
N 
(x) = Ÿ qoilx). (13.8) 
j=1 


| Deux propriétés de l’ap- 

(j-Dh jh (j+Uh n=Nh  proximation (13.8) sont à 

Fig. 7. Fonctions de base linéaires par Mentionner. Premiérement, 

morceaux. uMx,) = q;, autrement dit, 

les g, sont les valeurs nodales 

des fonctions, et, deuxièmement, les fonctions o_,1 et 1 sont 

orthogonales, puisque là où l’une d'elles est non nulle, l’autre 

l’est. Donc, la base introduite est « presque orthogonale ». Comme 

il apparaitra de l’exposé ultérieur, ceci assure une structure tri- 

diagonale (ou tridiagonale par blocs) des matrices rencontrées 
dans la méthode des éléments finis. 

Revenons à notre problème variationnel. Il se ramène à la 

minimisation de la fonctionnelle 


F(u*) — \ [p((u?)'}? + qu): — 2fur] ar. (13.9) 
Ô 


En vertu de (13.7), cette intégrale est une fonction quadratique 
des coordonnées q;, Q», -..,qx et peut être calculée comme la 
somme d’intégrales prises sur tous les intervalles. La fonction 
étant linéaire, nous avons pour le j-ième intervalle 


IG — 1h) = qu w(Jh) = gs (0) = EE. (13.10) 


De (13.10) nous obtenons 


EL: 
[(ut)"] dx = Gear | (13.11) 
(3—1)% 
3h 
o h 
Cu} dx = — (95 + giQs-1 + 95). (13.12) 


U=1)A 
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Pour [0, x], l'intégrale prise sur les termes quadratiques de 
(13.9) sera égale à 


+ : (13.13) 


D’après les conditions aux limites, go = gx = 0. Reste à cal- 


culer le terme fu* dx. Nous avons : 


U 


N-1 
\re dz — y q; \re! dz = FTq, (13.14) 
0 


j=1 


où F, = (7 dx, FT est une ligne d'éléments F,, QG» Yo 9 An-1) 


0 
un vecteur colonne d’éléments g,;. Arrètons-nous sur le calcul de 
la dernière intégrale. Soit sur le j-ième intervalle 


jh 
Ju" dx = ag;-1 + B;Qs. (13.15) 


(2—1)h 


La k-ième place dans le vecteur F sera occupée par la somme 
3, + «+, lors de la sommation. Le problème du calcul des inté- 
grales du type (13.15) ne présente pas de difficultés de principe, 
puisque l'erreur d’interpolation de la fonction f(x) sur les interval- 
les peut être mise en accord avec l’erreur de la méthode, ce qui 
permet d'éviter les intégrations numériques même pour les fonc- 
tions f(x) de forme compliquée. Passons à la transformation de la 
forme quadratique (13.13). Récrivons la somme obtenue sous 
une forme plus commode. La fonctionnelle approchée est quadra- 
tique et c’est pourquoi elle doit admettre pour les fonctions vw” 
une représentation quadratique par rapport aux composantes du 
vecteur q = (Qi; 4» --., x-1) : 


F(u*) = q"Kq — 2F7q, (13.16) 
où Æ est une matrice symétrique et F —(F,,F,,...,Fy-1), ie 


Fu") — D K yQuq; — 2 > F;q;. (13.17) 
Je 1 
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La minimisation de cette fonctionnelle conduit à un système de 
N — 1 équations 


— —0 (m—=1,2, ...,N — 1). (13.16') 
{m 
Par ailleurs 


OF ’ | . 
eo Ÿ HoiQe + D Henri — 2Fn = AY Kmide — Fm) 
Im h k k 


Donc, résolvant le système d’équations 
nous trouverons les valeurs nodales des fonctions uw} (x). i.e. nous 
construirons la solution du problème proposé. 

Passons à l’élaboration de la matrice K. Trouvons l'apport de 
chaque élément dans la matrice K, c’est-à-dire l’apport de chacun 


des intervalles en lesquels est partitionné le domaine [0, x]. 
Ecrivons la formule (13.11) sous forme matricielle : 


Jh 
La) de = WU 
É h 
214 
1 1 —1 e - 
= (9-19) ra ( : ne CETILA : (13.19) 
h \—1 1/\ q; q; 


La matrice k, est appelée matrice de rigidité de l’élément. Il suffit 
de la calculer pour un élément seulement. De façon analogue, 
l'expression (13.12) peut être représentée sous la forme suivante : 


jh 
” kh e à 
(uw?) dx = (Qi: + 3-13 + D) = 


(j—1)4 


6 (1 2 
où k, est dite matrice de masse de l'élément. L’obtention de la 


= oi ( a = (9-10) eu (13.20) 
q; q; 


première partie de la somme (13.13), c’est-à-dire de \ cer dx, 


(4) 
eut être remplacée par la construction de la matrice globale de 
rigidité K,. Ceci signifie qu’après avoir occupé les positions res- 
pectives du massif global, les matrices d’éléments s’ajoutent. 
Décrivons plus en détail ce passage. Notons qu’ici on peut omettre 
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do et 4x: 


É 0 0 0 
+ à 0 0 0 
.|o | 0 o 0 0 0 
H, =— re EEE EE he 
0 0 0 ... 0 
0 0 0 . 0 
0 0 0 . 0 
0 0 0 O0 o 
0 0 0 0 
[000.0 o o! ., 
Aie. 0 oO ARE 
0 0 0 0 1 —1 
0 0 0 RES CE 1 
2 1 O0 oO 
1 2 —1 0 
| 0 —1 2 —-1 .. 
Oh 0 0 —1 2 …. 27) 
EE . 
_1 2 


Donc 


C di 

NON = (.. av : | — q'KH;g. (13.22) 

0 x-1 

Soulignons que le mode d’obtention de la matrice K, utilisé est 

l’une des opérations courantes de la méthode des éléments finis. 
Comme on voit, la matrice K, est tridiagonale, ses éléments non 

nuls sont disposés sur trois diagonales. Ceci s’explique par l’ortho- 

gonalité des fonctions +? à toutes les fonctions de la base excepté 

951 et »?,1 (on dit que le j-ième nœud est lié par l’élément aux 

() — 1)-ième et (j + 1)-ième nœuds). 
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La matrice globale de masse X, est de forme analogue : 
4 1 0 
1 +4 1 


z 


\ as = gra = + 014... q. (13.23) 
0 


La somme (13.15) s’écrit alors 


q'Kq = q'(pH, + 9Ko)q. (15.24) 


La matrice du système d’équations (13.18) est élaborée. Ainsi, 
nous avons présenté les principales étapes de la méthode des élé- 
ments finis : la position variationnelle du problème, le calcul des 
matrices globales de rigidité et de masse au moyen des matrices 
correspondantes des éléments où la solution est approchée par des 
fonctions linéaires, le transfert du chargement (second membre de 
l’équation) aux nœuds, la garantie des conditions aux limites. La 
résolution du problème se ramène en définitive à la résolution des 
systèmes d'équations (13.18). 

Habituellement on résout ces systèmes d’équations par la 
méthode de Gauss consistant en l’élimination successive des incon- 
nues. Cette méthode est surtout commode dans le cas des matri- 
ces n-diagonales puisqu'elle permet d’une part une économie impor- 
tante des opérations arithmétiques et d’autre part la résolution du 
système d’équations pour différents seconds membres. 

Examinons quelques généralisations évidentes du problème 
à une dimension et de l’approximation linéaire par morceaux. 

L'augmentation de la dimension de l’espace du problème ini- 
tial rend nécessaire l’introduction d’éléments finis correspondants : 
triangles dans le cas plan et tétraèdres dans le cas spatial. On 
peut, bien entendu, se servir de n’importe quels polygones ou 
polyèdres, mais pour les calculs il est rationnel d'utiliser les élé- 
ments les plus simples. Dans le cas plan, par exemple, les trian- 
gles sont préférables pour une frontière curviligne, et les rectangles 
sont plus commodes pour la construction des matrices de rigidité 
et de masse ; ces deux formes d’éléments finis sont les plus usités. 

Considérons les problèmes à deux dimensions. Décomposons le 
domaine (2 en triangles tout en cherchant à obtenir une appro- 
ximation satisfaisante de la frontière curviligne. Introduisons des 
fonctions d’approximation, linéaires à l’intérieur de chaque triangle 
(u = a, + ax + a,y, les coefficients a, a, a, pouvant être expri- 
més par les valeurs nodales des fonctions) et continues sur ses 
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côtés. La fonction uw? (x, y) représente alors une surface constituée 
de triangles qui se joignent entre eux par leurs côtés. La base 
est maintenant formée des fonctions prramidales o,(x, y) (fig. 8), 
égales à l’unité au j-ième nœud et nulles aux autres. Comme aupa- 


Ÿ; (X,}) 


Fig. 8. Fonctions de base pyramidales. 


ravant, la solution est recherchée sous la forme 


N 
w(r, y) = Ÿ gp, 9). (13.7') 

j=1 
La solution se cherche de la même façon que dans le cas d’une 
dimension, seule la procédure d’intégration étendue à un élément 
se complique. On procède de même dans le cas de trois dimensions. 
Jusqu'à maintenant nous n’avons utilisé que des fonctions 
linéaires par morceaux. Leur forme était définie par leurs valeurs 
nodales et la continuité des dérivées aux nœuds n’était pas néces- 
saire. Il est clair que tous les problèmes ne peuvent pas être 
résolus à l’aide de telles fonctions. L’exemple le plus simple en 

est donné par l’équation du quatrième ordre 


Au = (ru")" — (pu) + qu = J. (13.25) 
Le produit scalaire est égal à 


(Au, v) — \ (ru""0" + pu'v' + quo) dr. (13.26) 


On peut montrer que le problème admet une formulation varia- 
tionnelle lorsque r > r,,, > 0, p > 0. Mais l’approximation sur 
les éléments finis se complique, car déjà dans la fonctionnelle 
figurent des dérivées secondes et par conséquent il faut chercher 
la solution dans une classe de fonctions admettant pour le moins 
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des dérivées premières continues. On voit d’emblée qu’avec des 
fonctions linéaires par morceaux on obtiendrait un résultat inexact, 
puisque dans la fonctionnelle quadratique F(u?) disparaît le terme 
en la dérivée seconde. D'une façon générale, les équations d’ordre 
2m doivent admettre m — 1 dérivées continues. D’où la néces- 
sité d'introduire des éléments finis plus précis que les éléments 
linéaires. On peut simplement élever le degré du polynôme d’ap- 

proximation (il est 


y(x/h) &(x/h) évident que la solu- 
: tion s’en améliore- 
w(0)=0 &@ (0)=1 ra), exigeant cha- 


que fois la conti- 
nuité aux nœuds 
du nombre voulu 
de dérivées. Re- 
Dr prenons à titre 

Fig. 9. Fonctions hermitiennes cubiques d'eremole lédue 

tion (13.25). Donnons-nous sur un élément un polynôme cubique 


= a + ar + ax? + ar. 


Les coefficients du polynôme seront tirés à partir des valeurs 
aux nœuds de la fonction et de ses dérivées. Ces quatre valeurs 
sont suffisantes pour trouver les quatre coefficients &, &> @z, &. 
Les fonctions de base seront de deux types (fig. 9). Ces fonctions 
admettant des zéros du deuxième ordre aux extrémités (7 + 1)A 
sont appelées fonctions cubiques hermitiennes. Le polynôme cubique 
admettant sur l'intervalle [0, À] les quatre valeurs indiquées ,, 
us 4, et wi est de la forme 


UM) = M0 ( +) + mie re] + mo (=) + ho (2) = 


R 


= Up + UT + (3U, + Bug — Uih — 2ush) + + 
L (us — Qu + hui + hui) _ (13.27) 


où dx) = (|xz] — 1} (217) +1), w(xz) = z(]z] — 1). On peut 
calculer maintenant toutes les matrices et tous les vecteurs 
nécessaires pour ramener la fonctionnelle quadratique F(w) à 
une forme analogue à (13.16) : 


F(u}) = q'Kq — 2F'q. 
A la différence du problème considéré précédemment, on a ici deux 


inconnues en chaque nœud non fixé et c’est pourquoi l’ordre de la 
matrice K croit avec la précision de l’approximation. Comme 
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auparavant, il suffit de calculer les trois matrices relatives à un 


élément : la matrice de masse 


h 
k, ( \ (ue)? dr = d"k9 


la matrice de rigidité 


k, ( 


la matrice de flexion 


[(w) Far = da); 


k: ( [(u?)"1 dx — da) : 


0 


Ici q ES (wo Ugo Us: U:); 


k, = HR 
420 
1 
1 30h 
1 
k; = — 
h3 


(13.28) 


| (13.29) 


(13.30) 


ah? 


Remarquons qu’il n’était pas du tout nécessaire de connaitre la 
base, toutes les matrices et le vecteur F (formule (13.15)) se 
construisant à partir du polynôme d’approximation. Il suffit donc 
de se donner une approximation et de construire formellement le 
système d’équations de Ritz. Toutefois il importe de connaitre 
les fonctions de base pour pouvoir comprendre la méthode des 


éléments finis et justifier sa convergence. 
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Rappelons qu’on entend par convergence des solutions des 
problèmes, dans la position variationnelle, la convergence pour la 
norme énergétique. ce qui dans notre cas peut s'’écrire sous la 
forme 


(Alu — u}), (u — u})) = 0 pour À —+ 0, (13.31) 


où « est la solution exacte, «* celle obtenue par la méthode des 
éléments finis. 

Si, en qualité de fonctions de base, on prend des fonctions 
polynomiales par morceaux, on à 


(A(u — u*), (u — u*)) = O(h?), (13.32) 
où 4 est le diamètre maximal des éléments, p le degré du polynôme 
d'interpolation. 

Pour l'équation du 2m-ième ordre, quand 
A = (—1)"A" (13.33) 


et les conditions aux limites sont homogènes, la solution approchée 
peut être recherchée dans la classe de fonctions à dérivée (m — 1)- 
ième continue. Dans ce cas 


(A(u — à), (u — nà)) = O(h27+2-2m), (13.34) 


Remarquons qu’une amélioration de la solution est liée à une 
augmentation de l’ordie du système (13.18), ce qui entraine une 
altération [24] du conditionnement de la matrice K. D’autre 
part, le rapport de conditionnement d’un réseau uniforme d’élé- 
ments est de l’ordre de A-°". 


$ 14. Methode des différences finies 


L'une des méthodes classiques de résolution des équations 
différentielles est la méthode des différences finies (cf. par exemple 
[11]) que nous allons décrire. Soit Ÿ un entier > 1 et k — re n ni 
On définit un maillage (uniforme) de pas À comme un ensemble 
des points, x, = iL, 0 < à < N + 1, appelés les nœuds du maillage. 
La méthode des différences finies consiste à obtenir une approxi- 
mation de la solution aux points x, 1 < i < N. Les dérivées 
entrant dans les équations différentielles et les conditions aux 
limites (si elles sont différentielles) sont remplacées par des diffé- 
rences finies. Pour les valeurs des fonctions aux nœuds on obtient 
un système d’équations algébriques. 

La réalisation de la méthode des différences finies veut que 
le système d’équations algébriques obtenu (il est linéaire si l’équa- 
tion différentielle et la condition aux limites sont linéaires) soit 
résoluble et qu’avec l'augmentation du nombre des nœuds sa 
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solution s’approche des valeurs exactes de la fonction recherchée 
aux points nodaux. On exige en outre que la solution du système 
obtenu soit stable. 

On passe ainsi des opérateurs différentiels à des opérateurs de 
différences finies. Considérons le plus simple des opérateurs diffé- 
rentiels. Soit v(z) une fonction d’une variable. Etablissons un 
maillage aux nœuds zx, = th (h — const, à — 1, 2,...) et considé- 
rons la différence (v(x;) = v;) 


LD = “+ = L;- 0. (14.1) 


Cette expression sera interprétée comme la dérivée aux différen- 
ces finies à gauche. Dans ce cas la dérivée aux différences finies à 
droite sera 


Lys D = “+ (14.2) 


La dérivée centrale se définit de la manière suivante : 


0, = ru x (14.3) 

Estimons l’erreur d’approximation, i.e. l'erreur (Lo), — Lév, — 

— dE, Il faut, naturellement, se donner la classe de fonctions 

à laquelle appartient la fonction considérée. Supposons qu’elle 

est de classe C”, autrement dit, qu’elle admet m dérivées continues, 

et soit m > 2. Développons la fonction v en série au voisinage du 
nœud : : 

Dir = Di E vi + O(R?). (14.4) 


De (14.4) découle alors 
rs" = O(h). 

Dans le cas où m > 3, nous obtenons d% — O(h°). Il est évi- 
dent que l’on peut construire de nombreux opérateurs de diffé- 
rences finies approximant tel ou tel opérateur différentiel. Pour 
la même dérivée première par exemple, à part des opérateurs 
mentionnés plus haut, il en existe un à paramètre numérique 


Lo, = oLiv, + (1 — o)Liv — 
—_ ODi+1 + (1 — 20)05 — (1 — 4-1. (14 5) 
SE SE : 


Ici pour &« = 0,5 nous obtenons Liv. 

Les dérivées aux différences finies (14.1) à (14.3) sont calculées 
d’après les valeurs de la fonction en deux nœuds, la dérivée (14.5), 
d’après ses valeurs en trois nœuds. L’easemble des nœuds figurant 
dans l'expression aux différences finies d’un opérateur différentiel 
est dit son patron. 
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S'agissant des problèmes aux limites, se pose la question de 
l’approximation par différences finies des conditions aux limites. 
Supposons qu’on à à résoudre un problème aux limites pour un 
domaine qu’on remplace par un ensemble de nœuds, dont certains 
tombent sur la frontière du domaine ou se trouvent en dehors de 
celle-ci. Les nœuds retenus pour le problème peuvent être réguliers 
et non réguliers. On entend par réguliers 
les nœuds dont les patrons seront constitués 
uniquement des nœuds intérieurs, et par 
non réguliers tous les autres. Dans ces 
derniers, on recherche des relations aux dif- 
férences finies, approximativement équi- 
valentes aux conditions aux limites. Le 
plus simple serait de prendre comme valeur 
en un tel point la valeur de la fonction au 
Fig. 10. Discrétisation re point frontière le plus proche. Le procédé 
tangulaire d'un domaine est bien entendu fort grossier. Les méthodes 
délimité par tn contour dextrapolation sont plus précises. Sup- 

sic posons choisi un certain réseau (fig. 10). 
La valeur au point B peut être interprétée comme une relation 
entre les valeurs uw, et ”,. de la fonction cherchée aux points 
A et C: 


y, = crus. (14.6) 


On obtient de la sorte pour le problème aux limites un système 
d'équations algébriques. Se posent alors les questions de la réso- 
lubilité et de la stabilité du système, de l’erreur d’approximation 
en fonction du pas du maillage. Les systèmes étant souvent d’ordre 
très élevé, les questions de leur résolution efficace ne sont pas 
moins importantes. 

Considérons plus en détail le problème de Dirichlet pour une 
équation de type elliptique en dimension deux : 


Lu = (2, 9) + ba, 9) D + 
+ ofa, 9) + de, 9) SE + gta 9) = fa). (14.7) 


On donne sur le contour $ : 
u(z, Vs = @. (14.8) 
Soient vérifiées dans le domaine D les inégalités 
ab >0, g<0. (14.9) 
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Ces conditions assurent la réalisation du principe du maximum. 
Nous supposerons que la solution admet dans un domaine fermé 
des dérivées continues jusqu’au quatrième ordre. Ceci à lieu 
quand les coefficients a, b, c, d et g, de même que les fonctions © 
et f admettent des dérivées jusqu’à un certain ordre et quand, 
par ailleurs, le contour $ est assez régulier. 

Nous supposerons que les coefficients de l’équation satisfont 
encore à une condition. Soient ?p et q les demi-axes d’une ellipse 
d’axes parallèles aux axes de coordonnées et renfermant le domaine 
D (x, et y, étant les coordonnées du centre de l’ellipse). Exigeons 
la vérification de l'inégalité 


Re > 0. (14.10) 


Utilisons un réseau rectangulaire uniforme à pas * dans la direction 
de l’axe x et à pas { dans la direction de l’axe y. 

L’approximation des dérivées aux différences finies peut être 
représentée sous la forme 


(Ze Ve) = u(x; + h, m— u(zs — h, y) 
— us (& Yr) (Gm—h<T<x+h), 


u{z, Y») _ u(x;, Ye + D - u(z;, ÿx — D _ 


P ve re 2 
— ui (se D) Ge—t<ÿ< +, 


(14.11) 
uL(Zy Ve) = BEC Be) PACE BE RE UHR) = 
RE avr = = 
— ee (ZT, Yx) (ta—h< T< z+h), 
,, : D — 2 . | | 
ui (Zy Vr) = EE Be ENG BE RCE Be 9 _ 


— u(re Ÿ Y) (Ye —l<Y< Ye +). 
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Notre équation s’écrit aux différences finies : 
Uin,k — 2Uix + Uj-1,E Ui,ks1 — QU + Us, 
Lg = ge SE À D © + 


x FE 


+ Cie PE PA 2e POS te + dix ai Pom À 2 9 . a + Jui fr. (14.12) 


L'erreur d’approximation s’estime par l’inégalité 


h2 
LRyl = [lu —luxl = rs LanuRUE, Ye) + 


+ ba ur, ÿ) + 2cnuL'(S, Ya) + dau (rs Ÿ)] < 


< _ [laut + &21bal)Ma + 2(Icxl + &ldul) M3], (14.13) 
y 
Otu 


| 

_ | 
On voit que l'erreur de la méthode d’extrapolation, lorsque 
l'équation différentielle est remplacée par une équation aux diffé- 
rences conformément à (14.11), est du deuxième ordre. L’erreur 


de la méthode directe, où les valeurs frontières sont attribuées 
aux points nodaux les plus proches, à pour estimation 25M,, où 


ôu du . 
ôx y 
L'erreur est donc du premier ordre. 
Regroupant les termes de l’équation (14.12) nous avons 


lui = Autisix + Bai + Cutirsi + 
+ Dutix-1 — Ext = fn; (14.14) 


où 


a = y = max | 
kh D 


Ou 


’ 
0x 


du 


tu 
GE 


2? 


M, = max | 


D 


2 


ô — max(h,l), M, = max | 


où 

aix Cik &ix TE : 
A mo RARES à B = ——— —— y 

Fe TT HÈLE 2h 1 2h 

Dix dix dix dix 
Cry= +, D, = << — EE, 

op + 2! gs ua 21 

2a;x 2bix 
Ey = + — ue 


he PB 
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Il ressort des inégalités (14.9) et (14.10) que pour h et ? suffi- 
samment petits, les coefficients Aix, Big, Cixs Dix, Ex Sont positifs 
en tous les nœuds. Démontrons maintenant le principe du maxi- 
mum (du minimum) pour une fonction t;; dans l’acception suivante. 
Soit en tous les nœuds intérieurs du maillage l'opérateur {v;, > 0 
(ou /v;, < 0). Alors la fonction t;; ne peut admettre de maximum 
positif (de minimum négatif) en aucun nœud intérieur. Supposons 
le contraire, i.e. qu’en un point intérieur p:4, la fonction atteint 
son maximum J et qu’en un nœud voisin sa valeur est < M. 
On à alors l'inégalité 


MAin, + Bis + Ci, + Dig — Ex] > 0. (14.15) 


D'autre part, la partie gauche de (14.15) est égale à Mgiy, < 0; 
la contradiction établie prouve l’assertion. On démontre de la 
même façon l’absence de minimum. Montrons que le système 
(114.14) est toujours résoluble. Pour cela, il suffit d'établir que 
pour des seconds membres nuls la solution est triviale. En effet, 
dans le cas contraire la solution admettrait un maximum ou un 
minimum en un point intérieur, ce qui contredit l’assertion établie 
plus haut. 

Montrons que le système (14.14) (ou (14.12)) se laisse résoudre 
par la méthode des approximations successives. Pour cela, récri- 
von<-le sous la forme 


Aïk 


% 


Bix 
Uity,k + TE. ris + 


ië 


À; — 


Cie Dir fx 
+ ER M1 + En MI RE (14.16) 
Ici ies sommes des valeurs absolues des coefficients (pour h et { 
suffisamment petits elles sont toutes positives) sont inférieures à, 
l’unité. Déterminant les conditions aux limites aux nœuds de la 
frontière par extrapolation linéaire, nous obtenons de plus l’équa- 
tion (14.6) dans laquelle la somme des valeurs absolues des coeffi- 
cients est de même inférieure à l’unité. Le système (14.16) se trouve 
complétement régulier (il en sera question au paragraphe suivant). 

Estimons maintenant l’erreur liée aux pas du maillage introduit 
hk cet 1. Nous avons déjà estimé l'erreur due au remplacement de 
l'équation différentielle par une équation aux différences finies 
et celle due à l’approximation par différences finies de la condition 
aux limites. 

Notons e;; la différence entre la solution exacte u(p) et la 
solution u;, obtenue par la méthode des fonctions de maillage (les 
solutions sont comparées aux points nodaux). Retranchant de 
l'équation différentielle l’équation aux différences finies nous 
obtenons pour l'erreur aux nœuds intérieurs (réguliers) une équation 
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aux différences finies 
Le, = Ru (14.17) 


Nous chercherons la solution de ce système comme la somme de 
deux fonctions &;,; et n, définies de la façon suivante. La fonction 
nu Vérifie Péquation homogène {r,, = 0 aux points intérieurs et 
prend les valeurs €,, aux points frontière. La fonction E;, vérifie 
l’équation avec second membre (14.17) et les conditions aux limites 
homogènes. 

En vertu du principe du maximum, la fonction n,, atteint sa 
plus grande valeur aux points frontiere et celle-ci ne dépasse 
pas (comme on à établi plus haut) la constante 25M,, donc dans 
tout le domaine 


nul < 25M.. (14.18) 


Pour estimer la fonction &,; nous avons besoin d’une proposition 
auxiliaire. Supposons données sur le maillage deux fonctions v, 
et V;, et de plus 


IV, < —|10;;| (14.19) 
aux points intérieurs et 
Vu > lol (14.20) 
sur la frontière. Montrons qu’alors l'inégalité (14.20) est vraie 
pour tout le domaine. 
En effet, récrivons les inégalités (14.19) et (14.20) sous forme 
de deux inégalités chacune : 
(Vi — vs) < 0, UV + 04) < 0 
Vy— 20, Vy+v;z>0 
En vertu du principe du maximum (du minimum), les fonctions 
Vy — vu et Vy + vy atteignent leur minimum aux points frontière 
et en ceux-ci elles ne sont pas négatives. Par conséquent, elles sont 
partout non négatives, ce qui conduit à la même inégalité (14.20), 


mais déjà vraie dans tout le domaine. 
Soit la fonction auxiliaire 


W = à [1 a NT (14.21) 
p° q 


(le coefficient À sera déterminé plus bas). Donnons pour celle-ci 
l’expression de l’opérateur l : 


IW,; — —9) EE di oz : TZ! e— Cy + 


+ UE a, — se fl sr _ em) | (14.22) 
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Augmentant le second membre de (14.22) nous obtenons 


u<—2n] HE + ll MT (14.23) 
p° g P q 
Posons 
ke re [(a°® + xb)M, + 2(1c] + x dj)M,] 


). = 


24 (= b [el —) 
MIN — + — — — — — 


Comparant maintenant l'estimation trouvée avec l'estimation 
(14.13), nous obtenons une inégalité du type (14.19) : 


IW, < —|R;;|. (14.24) 


L’inégalité du type (14.20) est également vérifiée, car aux nœuds 
frontière on à &;; = 0, et la fonction W,, > 0. 
Ainsi l’estimation de l’erreur e,, est la suivante : 
_ nn [Ca + &«°b)M, + 2(1c1 + «°1d|)M;] 
SE  : 
[ex M,5 + 24 | E b el «1 
MIN — + — — — — — 


Dans le cas où les valeurs aux nœuds frontière sont recherchées 
par extrapolation, le premier terme de (14.25) est lui aussi du 
deuxième ordre, et l’erreur globale sera du deuxième ordre. 

Il ressort de l'inégalité (14.25) que pour À — 0 la solution appro- 
chée converge vers la solution exacte. Plus encore, l’erreur commise 
sur là donnée de la condition aux limites et du second membre 
ne conduira pas à une instabilité du processus, puisque le problème 
lui-même est bien posé et en vertu de (14.25) cette erreur amènera 
à des modifications correspondantes des coefficients entrant dans 
là partie droite de l’estimation. 

Passons à la détermination effective de l’erreur quand seul 
l’ordre de l’erreur est établi. (L’exposé qui suit est valable pour 
les autres méthodes approchées.) Le fait est que les estimations 
rapportées plus haut contiennent des constantes qui doivent être 
déterminées de la solution du problème. 

Rappelons que dire que l’erreur de la solution dans le cas d'un 
maillage de pas À est de l’ordre x c’est dire que l’erreur e,(p) peut 
être représentée sous la forme 


ep) = K(p)h”, (14.26) 


où Æ(p) ne dépend plus de #. 
Soient deux solutions #,(p) et uA.(p) (obtenues avec les pas À 
et 2h respectivement). Pour les erreurs «€, et €, sont alors vraies 


(14.25) 
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les égalités 
u(p) & tp) + K(p)h", «(p) = ta(p) + K(p)2R)", 
où «(p) est la solution exacte. D'où il découle 


, = K{phh" = D. (14.27) 

En conclusion, considérons la résolution par la méthode des 
différences finies des problèmes aux limites dont la solution n’est 
pas unique, comme le problème de Neumann par exemple. Au 
$ 7 du chapitre I on a noté que la condition nécessaire et suffisante 
de résolubilité du problème de Neumann (pour une équation homo- 
gène et des conditions aux limites non homogènes) est la condition 


(amas, = 0, (14.28) 


J 
S 


où o(gq) est la valeur de la dérivée normale sur la frontière. La 
solution du problème de Neumann n’est pas unique, aussi Con- 
vient-il d’en assurer l’unicité par un procédé quelconque, donnant, 
par exemple, sa valeur en un point nodal : 


u(z, Y,) = C. (14.29) 


Dans ce cas la résolution du système d’équations aux différences 
recélant une représentation aux différences de la condition (14.28) 
et de la condition (14.29) ne présente pas de difficultés. Il convient, 
bien entendu, pour la généralité d’ajouter à la solution obtenue 
une constante arbitraire. 

Voyons comment on résout, par la méthode des différences 
finies, le problème de Cauchy pour l’équation la plus simple de 
type hyperbolique, à savoir l’équation d’onde 


De ne (14.30) 


On recherche la solution de cette équation dans le domaine 
y > 0 pour les conditions initiales 


Uo =) À] = (—o<zr<o) (1431) 


y=0 
Donnons-nous un maillage aux nœuds 
æ=ih (i—=0,—+1, +2, ...), y=} (j = 0,1, ...). 
Pour chaque nœud intérieur utilisons l’approximation aux 
différences des dérivées conformément à (14.11), ce qui nous donne 


2 Uisa,s — 2uiÿ + U;1,3 Ui,4+1 — 2Ui3 + Li, 
lu — a _ ES = fyy},, (14.32) 
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Il ressort de la structure de (14.32) que connaissant la solution 
en deux nœuds voisins d’une ligne y = (5j — 1)! et y = jl, on peut 
donner une expression explicite de la solution (de tels schémas 
sont dits explicites) en tous les nœuds de 1la ligne y = (j + 1} 
qui suit. Donc, l'algorithme doit débuter par la construction de la 
solution pour la seconde ligne de points (pour la première la solu- 
tion est automatiquement tirée de la première condition initiale). 
Introduisons une approximation aux différences de la deuxième 
condition initiale 

— (ta — Uo) = Yi) = 64. (14.33) 


Nous obtenons 
Uio = Po Ua = Pi + lo (14.34) 


On peut procéder autrement pour la recherche de la solution 
de la première ligne. Introduisons en considération des points 
nodaux situés en dehors du domaine y > 0, et servons-nous d’une 
formule aux différences beaucoup plus exacte : 

du 


gg a à, (14.35) 


ôy 21 


y =0 


Afin d’exclure les valeurs #, _, exigeons qu'aux nœuds y = 0, 
æ — 1h soit vérifiée l’équation aux différences (14.32). Dans ce 
cas la solution aux points ,, s'écrit : 


1 . JE uk, ot 
a = + | Mo + 2 0, + PE + T. (14.36) 


Supposons que la solution admet des dérivées bornées jusqu’au 


quatrième ordre. Moyennant (14.11) nous obtenons une estimation 
(analogue à (14.13)) de l’erreur d’approximation sous la forme 


| R4| <—{(lawl + a°|b,,|) 31, + 
+ Aleyi + eldyl) M} (- ==). (14.87) 


L’estimation de l'erreur d’approximation des conditions initiales, 
obtenue par le premier procédé, est 


Irel < _. M» (14.38) 
et par le second 


Te: <5l (1 + o?) M, + |. (14.39) 
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Il est aisé de voir que dans la résolution des équations de type 
hyperbolique par la méthode des différences finies le rôle du 
paramètre « est essentiel. En effet, connaissant la solution aux 
nœuds de deux lignes sur un intervalle de longueur limitée, on 
peut déterminer la solution dans la troisième ligne en un nombre 
moindre (d’une unité de chaque côté) de nœuds. On trouve de la 
sorte les solutions dans les nœuds compris dans un domaine trian- 
gulaire. D’autre part, il est connu que pour l’équation d’onde le 
domaine d'influence est un triangle de côtés inclinés par rapport 
aux axes de coordonnées sous les angles +7x/4 (ce qui correspond 
à &« — 1). Donc, la condition x < 1 (dite condition de Courant) 
est une condition nécessaire pour la convergence de la suite 
(lim k, ! — 0) des solutions approchées vers la solution exacte. 

Cherchons à estimer l'erreur et établir la convergence du schéma 
aux différences qui en découle pour le cas où « — 1. L’équation 
aux différences prend alors la forme 


ui] La 
Us — Un, sua = Win gun — Us, sne — Ji sh, (14.32°) 


Y portant l’expression de “;, conformément à (14.36), nous obte- 
nons 


1 2 vs 
Un — 2 LT io + 2h + Dies + Si] (14.32 } 


La structure de (14.32””) permet de réaliser les transformations 
suivantes : 


9 
Us, s — Uiya. sa = Una gn — Ugo — R°f:, 3-2 = 


j-2 
ee = Uiegggn — Ui-ggo og — REY Ji, sv 


v=0 
Murs — Mons = (14.40) 
j- 
= Ui-jgsi — Ui-4a,o — MY five sv 
v=0 


Ug-o,o — Uri = Uiss-s 1 Wie 0 — R*f 43-02. 2° 


Sommant terme à terme, nous obtenons la représentation 
suivante : 
Uy = S, — Se — Sa (14.41) 
où 
j12-1 j12-1 


Si — ÿ, Uisavæt,1s V2 = ÿ Us+av+2, 0) 
v= = j2 v= = j/2 


-2 j-2-a 


j 
SR fi 0. 


G==0 v=0O 
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Cherchons à estimer l'erreur ey = 43, — 0,3, Où v,3 est la solution 
exacte. Nous avons 


0° 9? 
— —= — = fi + R;,. (14.42) 
Ôx° oy* 


Nous avons obtenu plus haut |R,,| < (h°?/6)M,, et dans ce cas 
R,= n 0,M, (0 < 16,1 < 1). (14.43) 

Nous avons ensuite 
= go vu LM + Di qua + ali, (1444) 


où 
lé hè 
r'|<— M — M. 
rl < Mit Ms 


Nous obtenons pour l’erreur :,, un système d'équations 


h? * 
le;, = — RÀ;, = — F3 6: M4 Ejo — 0, Et1 == —7T.; . 
Utilisant maintenant la formule (14.41) nous obtenons 
j12-1 
Ey = D, Eisov+r,1 — 
= — 7/2 
j12-2 3-2 j- : 
7 y, Ei+2v+2. 0 + M » S' Bimvsss-a-v-1. (14.45) 
V= — j,2 am0 V0 


La première somme contient j termes, chacun ne dépassant 
pas (ht/12)3, + (h$/6)M,, tous les termes de la deuxième somme 
sont nuls, la troisième somme est constituée de 7(7 — 1)/2 termes 
non supérieurs à l’unité. Compte tenu de ceci, nous obtenons 
finalement 


ht ‘ : 
eut SJ M + a) + SE AE — 


Fixant le point en lequel nous allons estimer l'erreur, nous avons 
3h = y, = Const et donc 


re kB , 
| Essl < + (Mi + 23) Yo + 55 Vo (14.46) 


Pour k — 0 l'erreur tend vers zéro. 

Remarquons qu'il est parfois possible de résoudre numérique- 
ment les équations de type hyperbolique à partir de leurs repré- 
sentations en variables caractéristiques. 
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$15. Systèmes d’équations algébriques linéaires 


Assez souvent, différents problèmes de physique mathéma- 
tique se ramènent aux systèmes d’équations algébriques linéaires. 
Aussi jugeons-nous utile d’exposer ici les principales questions 
liées aux méthodes de leur résolution. Commençons l’étude par 
les systèmes infinis (cf. [39]). Soit le système 


nly + Moto + sc. + Ets + ... = 0, 
An Ti + Aoolo + -.. + Gonln + ce. = Va 

Se DU Se 0 Dre die ë (15.1) 
Ann ls + Anolo H ce + Gonna tt ... = b,, 


L'ensemble des nombres zx, (2 = 1, 2, ...) est appelé solution du 
système infini (15.1) si après leur substitution dans le premier 
membre de (15.1) les séries correspondantes s'avèrent conver- 
gentes et leurs sommes égales aux seconds membres. Il est commode 
d'écrire ces systèmes sous forme canonique : 


Les) 
T; —= > Cite + b, (2 — 1, LR .. .). (15.2) 
k==] 


Cette forme d'écriture n’est évidemment pas unique, mais la classi- 
fication adoptée des systèmes infinis qu’on donne plus bas, est 
invariante envers ce genre d’arbitraire. 

Les grandeurs essentielles sont les sommes 


= Ÿ Icwl. (15.3) 
km] 
Le système infini est dit régulier si 
8, < 1, (15.4) 
complètement régulier si 
B<1—e (e > 0), (15.5) 


et quasi régulier si toutes les sommes 6, sont bornées et s’il existe 
un N tel que pour à > N a lieu l'inégalité 


B<1 (Gi >N). (15.6) 


L'importance de ces sommes pour les systèmes d'équations linéai- 
res ressort des raisonnements qui suivent. Elaborons un système 
d’équations majorant (le système est dit majorant par rapport 
à un certain système si sont vérifiées les inégalités C42> |c&l et 
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B, > |b,i) par rapport au système initial (15.2) : 


X, — > CuXr + B.. (15.5) 


K=]1 


Supposons que le système majorant admet une solution non néga- 
tive X; > 0. Démontrons que dans ce cas le système initial aussi 
admettra une solution x; qui peut être obtenue par des approxi- 
mations successives à partir d’une première approximation, 
égale aux seconds membres (nuls en l’occurrence), et 


lat < XL. (15.8) 


Nous allons résoudre le système majorant par la méthode des 
approximations successives, posant l’approximation nulle égale 
à zéro : X® — 0. Dans ce cas Xf) = B,> 0 — Xf%. Démontrons 
par récurrence que pour tout » est valable l'inégalité ÆG*+) > xf". 
Supposons que Æ® > Xf"-1, Nous avons alors (en omettant les 
imites) 


Xf+) 7e y» Ca X$? + B; > > Ca X$0 + B, — XF. 


Comme Xf > X{°), la proposition est démontrée. Supposons que 
Xf9 < X! et montrons que cette inégalité est vérifiée pour » +1. 
En effet, 


AND = CaX9) + B,;< CaXr + Bi: = Xi. 
Ainsi, on a établi que la suite X{") est monotone croissante et 
qu’elle est bornée, par conséquent, elle possède une limite que 
nous désignerons par X?. 


Démontrons maintenant que la suite X° est solution du système 
majorant. Nous avons 


lim X{+9 = lim Y Cu Xf + B:. 


ñ + O0 


Dans la partie de droite le passage à la limite sous le signe somme 
est légitime, puisque la série converge uniformément grâce à 
l'existence de la série majorante Ÿ, C;.X:. Nous obtenons 
k 
X? = SC ZXR + B:. 


Reprenons le système de départ (15.1), que nous allons résoudre 
de même par approximations successives. Soit 


af) — af] = |b] < Bi = XP — xp. 
Démontrons que pour tout nr on à 


XV+0 _ XX > | g{m+1) = x») |. 
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Supposant que 
Zf — XD > [af — of), 
on à 
[a+ — am] = |Cat£) + bd, — NT: + bi] < 
< YCa(Xf) — XF) = Xf+) — AN. 
Considérons des séries de la forme 


T9 + (a — 209) + (9 — 2h) + 
Comme 
[rl < A, af — ain] < A — A, 


la série converge et possède la limite x. De plus, |x;*| < X7. 
Démontrons que z;° est bien la solution du système; en effet, 
lim æ$+0 = lim D Cri) +b= ar = Your, + bi, 
ñ — O0 #0 
le passage à la limite étant légitime puisqu’existe la série majo- 
rante CuZi. 
De l’exposé précédent découle d'emblée l'estimation 


ILE 2. € dE. PR (15.9) 


La solution obtenue par approximations successives à partir 
de l’approximation nulle est dite solution principale. 

Utilisons les résultats obtenus pour l’étude des systèmes régu- 
liers, imposant par ailleurs la contrainte suivante au second membre 


lb,| < K(1 — 8,), (15.10) 


où Æ est une constante arbitraire. Introduisons en considération 
le système | 


À; — Dlcul Xr + K(1 — 0,). 


Ce système est majorant par rapport au système initial et admet 
la solution évidente X, — Æ. Ceci entraine d'emblée l'affirmation 
suivante : le système (15.2) (s’il est régulier et si la condition (15.10) 
est satisfaite) admet une solution bornée par une constante et qui 
peut être déterminée de l’approximation nulle. 

Remarquons que le résultat obtenu s'étend automatiquement 
aux systèmes complètement réguliers aux seconds membres bornés, 
car on peut toujours choisir un Æ = const tel que soit vérifiée 
l'inégalité (15.10). 

Considérons l’ensemble (par rapport au paramètre s) de systè- 
mes infinis 

m= Y ct + bi (—=1,2,...; s—1,2,...), (15.11) 
Ami 
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vérifiant les égalités 


lim ch = Cu, lim bi = b,. 
$—00 so 


Ces systèmes possèdent un majorant commun à solution non 
négative X;. Désignons par x; la solution de chacun des systèmes 
(15.11) et par z* la solution du système limite &, — ŸiCutr + br 
Démontrons que lim rt = ré (il est question des solutions prin- 


cipales). Compte tenu de l'égalité évidente lim x — ai, nous 
s—00 
avons 


lim z®%4+) — lim (Xi crit" + Bt) = Your + b, = af, 
so 
La série Ÿ c4,74%) étant majorée par la série C,. À, on peut passer 
à la limite sous le signe somme. 
Formons maintenant la somme 


mé = 29 + (ai — 249) + (29 — 270) + 
majorée par la série 
KE + (XP — AU) + (XP — AP) + 

Donc, le passage à la limite est possible et nous obtenons en défi- 
nitive 
lim x — lim æ#(0) L lim (xi® — 20) EL ... — 
£—00 

= 29 + (0 — 29) + (af — 29) +... = af. 


L’exposé précédent nous permet d’envisager la résolution des 
systèmes infinis par la méthode de réduction. Cette méthode con- 
siste en ce qui suit. Se donnant un nombre #, on écarte de la consi- 
dération les inconnues x, (t >N) et les équations æ, = ŸCutr+ 
+ b,(2 > N) pour n’avoir à résoudre qu’un système tronqué 


N 
Li Ÿ Cutr +01 (2 —=1,2, ..., N\). (15.12) 
Ro] 

Reste à répondre à la question de savoir si la solution de tels 
systèmes tronqués va tendre à la limite vers la solution du système 
infini. On obtient en effet un ensemble de systèmes infinis dans 
lesquels chaque coefficient ou bien s’annule, ou bien admet une 
valeur fixe. Aussi s’avère-t-il possible d'utiliser les résultats 
précédents pour le cas des systèmes réguliers. Il n’est plus question 
de la solution principale puisque le système fini*) admet une 
solution unique. 


*) À chaque étape on a à résoudre naturellement un système fini. 
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Considérons maintenant un système quasi régulier 


N co 
Ti — ÿ Cul + Ÿ Ciel + b, (2 — 1, 2, ..., N), 
k=1 


kmN+1 


(15.13) 
N co 
Ti = Ÿ Cale + ÿ, Cat + (= N +1, N +2, ...), 
A=! à 


eN+] 


où W se choisit conformément à (15.6). 

Nous supposerons les coefficients æ, (k = 1,2, ..., N) con- 
ventionnellement donnés. Dans ce cas, le deuxième groupe d’équa- 
tions (15.3) peut être interprété comme un système régulier indé- 


pendant aux seconds membres de la forme Y cut, +b; (> N). 
ke] 

Nous allons résoudre ce système pour un second membre égal à 

b;, puis en posant successivement tous les coefficients x, (% <N) 

nuls sauf un (l’égalant à l’unité). Ceci donne N + 1 solutions que 

nous désignerons par E*, E*(k — 1,2, ...,N; i —1,2,..., co). 

Portons ces solutions dans le premier groupe d’équations 
(15.13), multipliant chacune d'elles par l’inconnue correspondante 
cherchée x, (k & N). Ainsi nous arrivons à un système fini que 
nous devons résoudre d’abord par rapport à ces inconnues et puis 
nous saurons déterminer les inconnues restantes. 

Bien entendu, les raisonnements précédents sont vrais pour 
les systèmes d’ordre fini également, et l’on n’aura pas à distinguer 
les systèmes réguliers et les systèmes complètement réguliers. 

Examinons en outre la sensibilité de la solution du système 
d’équations algébriques aux variations de la matrice elle-même 
et de la colonne des seconds membres. Ce problème est de grande 
importance puisque dans les systèmes auxiliaires, apparaissant 
dans différents problèmes de physique mathématique, les coeffi- 
cients et les seconds membres sont souvent déterminés approxi- 
mativement, ce qui entraine une erreur sur la solution. Soit le 
système 

Az = b. (15.14) 


Supposant tout d’abord que varie seul le second membre, nous 
obtenons le système 


A(z + 5x) = b + 5b, (15.15) 


où Ôx est la variation correspondante de la solution. Comparant 
(15.14) et (15.15) nous trouvons 


A5zx — 5b ou 5x — A-15b. (15.16) 
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De (15.16) nous tirons une inégalité pour les normes *) 


NEIL & y 4-1 15.17 
ET ) 
Présente un certain intérêt l’erreur relative {||ôx|/||z|, pour 
laquelle nous obtenons de (15.14) et (15.17) l’inégalité 


-1 -1 
I 8x || < A2] 1} 8b 11 _ AU AT SbIL (15.18) 
I xi HAITI D HDI : 


Le produit || 4||||A-:| fournit donc une estimation de-l’erreur 
relative de la solution. Plus grand est ce produit et plus petite est 
la probabilité que la solution du système (15.14) (même exacte) 
conduise à un résultat satisfaisant. Le produit || 4| ||4”1|| = k(4) 
est appelé rapport de conditionnement du système. 

Supposons maintenant que seuls varient les coefficients du 
système : 


(À + SA)(z + dx) = b. (15.19) 
Compte tenu de (15.14), nous obtenons 
(A + 54)ôxr — —Arz. (15.20) 


Comme À + 54 = A(E + A-15A), nous pouvons écrire 
Ôx — —(E + A-15A4)-14-15A47, 
ce qui pour les normes conduit à l’estimation 
| 3x < 4 BAIIzI Ç 1ATMISANIZI , 
— || 47184 | 1—14"111841 
L’inégalité (15.21) est obtenue dans l’hypothèse que || A-1|||| 54} <1. 


La dernière égalité permet d’estimer l'erreur relative. En effet, 
nous avons 


UBzll int rt8Au \"t 
et <1A A A1 — ANA) (1529 


Dans ce cas aussi le produit |[A||||A-!|| = ” permet de juger 
de l’importance de l'erreur. 

Remarquons que le rapport 4(4) ne change pas si l’on soumet 
la matrice à une transformation unitaire ou si l’on multiplie les 


(15.21) 


*) On utilise ici des normes : VE |z«(* pour le vecteur et S $ di, pour 
fm]; 


la matrice, où n est l’ordre du système (15. 14). 
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deux membres de l’équation par un même nombre. Notons l’iné- 
galité évidente : 


k(A) = || A| | 4711 > 14471] = 1. (15.23) 
Indiquons que 


k(A) = <Æ , (15.24) 


Omin 


OÙ Onax Et Onin SONt la plus grande et la plus petite valeurs principales 
de la matrice À. Les carrés des plus grande et plus petite valeurs 
de la matrice coïincident avec les plus grande et plus petite valeurs 
propres de la matrice hermitienne A*A. Lorsque la matrice A 
est elle-même hermitienne, nous obtenons de (15.24) 


k(A) = —. (15.25) 


OÙ Ànax Et Ami SONt les plus grande et plus petite valeurs propres 
de la matrice À. 

I1 découle de ce qui précède que dans le cas de matrices 
proches de matrices dégénérées, le système d'équations s'avère 
toujours mal conditionné, car la plus petite valeur principale 
(ou propre) sera trop petite. Bien entendu, le rapport de condi- 
tionnement peut être grand pour les matrices non dégénérées 
également. : 

Par conséquent, dans le cas de systèmes mal conditionnés 
(quand le rapport de conditionnement est grand) l'élaboration 
effective de la solution devient difficile, puisqu’une petite erreur 
sur les données peut entrainer une erreur importante sur la solu- 
tion. Les procédés de stabilisation de la solution seront exposés 
au $16. 

Citons également une méthode spéciale de résolution des 
systèmes d’équations algébriques mal conditionnés dite méthode 
des développements singuliers [114] consistant en la transfor- 
mation du système initial en système de forme diagonale, dont 
la solution formelle est trouvée d'emblée (chaque inconnue étant 
le rapport du second membre à l’élément diagonal). Notons 
que les inconnues auxquelles correspondent les éléments diagonaux 
en dessous d’un seuil défini par la précision de l’information 
introduite sont supposées nulles. 


$ 16. Problèmes mal posés 


La résolution des problèmes examinés aux paragraphes pré- 
cédents ne présentait pas de difficultés de principe (résolution de 
systèmes d'équations algébriques linéaires mal conditionnés, 
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reconstitution des originaux d’après leurs transformées, etc.). 
Eoutefois, la résolution effective de ces problèmes n’est pas chose 
facile par suite de l'erreur organique des calculs due aussi bien 
à la réalisation numérique de l’algorithme qu’à l’erreur sur les 
données. Ces problèmes sont inclus dans une classe de problèmes 
dits mal posés, autrement dit, de problèmes à solution instable. 
On compte parmi ceux-ci les problèmes qui sont mal posés non 
à cause de la procédure de réalisation numérique, mais par leur 
nature même. 

Un cas classique de problème mal posé est l’exemple proposé 
par Hadamard. Considérons le problème de Cauchy pour l’équa- 
tion de Laplace. Soit à déterminer dans le demi-plan y. > 0 une 
fonction harmonique u(zx, y) qui s’annule sur la droite y = 0 et 
admet une dérivée normale égale à du/dy = (cos nx)/n. La solu- 
tion du problème est de la forme 


u(x, y) = _ cos nzx sh ny. (16.1) 


Avec l'accroissement de n la dérivée normale tend vers zéro, 
ce qui donne une solution identiquement nulle. La forme de l’ex- 
pression (16.1) laisse voir que quel que soit #, on peut choisir un 
y tel que la solution soit supérieure à tout nombre donné d’avance. 
Il en découle qu’à la limite (pour le paramètre n) la solution ne 
tend pas vers la solution correspondant aux conditions aux fron- 
tières limites, par conséquent, un problème de Cauchy pour l’équa- 
tion de Laplace avec des conditions aux frontières légèrement 
modifiées peut avoir des solutions très différentes entre elles. 

Un autre exemple de problème mal posé est celui où l’erreur 
est introduite par la méthode de résolution. Il s’agit du problème 
de Dirichlet pour l’équation de Laplace. En vertu du principe du 
maximum de petites variations sur les conditions aux limites 
entraînent de petites erreurs sur la solution. Si l’on choisit la 
fonction cherchée sous forme de potentiel de couche double, on 
obtient pour la densité une équation intégrale de Fredholm de 
deuxième espèce, qui est une équation bien posée (sa solution 
dépend de façon continue du second membre). Mais si l’on utilise 
un potentiel de couche simple, on obtient une équation de première 
espèce, qui est mal posée. 

Soit l’équation opératorielle mal posée 


Au = (ueU, feF), (16.2) 


où U et F appartiennent à des espaces normés. II découle de ce 
qui précède que la résolution immédiate de l'équation (16.2) est 
dépourvue de sens. Aussi propose-t-on de passer à l'équation 
auxiliaire : 

A,u = f, (16.3) 
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contenant un paramètre & > 0, qui est bien posée pour un « 
suffisamment petit. Si par ailleurs sont satisfaites les conditions 
de résolubilité pour tout second membre f e F' et si existent des 
fonctions «{ô) et à(e) telles que pour [| f — fil < Ô(e), us — UIl <e, 
l’opérateur À, est alors opérateur de régularisation de l’équation 
(16.2). | 

Dans ces conditions le problème s’avère stable et sa solution, 
avec un choix approprié du paramètre «, peu différente de la 
solution exacte. 

Conformément à [108], construisons un algorithme de régu- 
larisation sur la base d’une approche variationnelle. Introduisons 
la fonctionnelle 

Ma, f, u) = || Au — fIE + œlu|, (16.4) 


son second terme est appelé stabilisateur de Tikhonot. 

Montrons que le problème posé admet une solution unique. 
La fonctionnelle M(ax,f,u) étant bornée inférieurement, elle 
admettra une borne inférieure. Choisissons une suite minimisante 
u, (t = 0, 1, ...) ordonnée. Dans ce cas 

M(a, f, uo) > Mc, f, u;) = d\u;|. (16.5) 
On peut extraire de la suite #, une sous-suite convergeant pour 
l norme vers une certaine limite que nous noterons %,. En raison 
de sa continuité, la fonctionnelle atteint, pour cette fonction, 
son minimum, donc résout le problème posé. Il ne reste qu’à 
voir si la fonctionnelle (16.4) vérifie toutes les conditions néces- 
saires, i.e. si elle est une fonctionnelle de régularisation. Notons 
&, la solution du problème variationnel à second membre f(f, = 
— Aü,). Comme %#, minimise la fonctionnelle M, on à 


Mc, f, à) > M{o, jf, &). 
Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on a d’autre part les iné- 
galités L 
alŒ lt < M(x, f, do) < M(o,f, à =If— fl +al&lr. (16.6) 
Exigeons que la fonction f diffère de f (pour la norme) d’au plus 
cfa (If— fl << ax). De (16.6) nous tirons alors 
ITU < ec? + Ia. (16.7) 
Les éléments %#, appartiennent donc à un certain ensemble compact 
U, en même temps que %. L'ensemble F, des fonctions f, est 


l’image de l’ensemble U, par l'opérateur A. L'opérateur étant 
continu et l’application inverse unique *), l’application de F, 


*) On a noté plus haut que l'équation Au = 0 ne doit admettre qu’une solution 
triviale. 
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dans U, est continue; aussi peut-on toujours trouver pour un 
e > 0 donné un B(e) tel que | f, — f]| < B(E) entraîne ||&, — &| < €. 
Comment se donner le paramètre «? Si on le choisit très grand, 
là solution régularisée sera trop lisse et on risque de voir en dis- 
paraitre des zones de variation brusque de la solution exacte. 
Si, au contraire, on prend « trop petit, la stabilité effective du 
calcul sera insuffisante. La valeur optimale du paramètre « est en 
général tirée de l’analyse des solutions obtenues pour un ensemble 
des valeurs de celui-ci choisies à partir de la condition que l’erreur 
sur le second membre coïncide avec l’erreur caractéristique donnée 
(d’après la position du problème). | 
Après ces préliminaires quelque peu abstraites, passons à 
l’examen détaillé d’une équation intégrale de première espèce. 
Soit l'équation 


bd 
\#= y) oly) dy = f(x), (16.8) 


SUpposons que son noyau est dégénéré : 


N 
k(z, y) = Ÿ aa, (x)b, (y). 
=] 


Le second membre de cette équation se laisse nécessairement 
N 
représenter par Ÿ B,a,(zx). Ceci veut dire que pour d’autres seconds 


CL 2 

membres la solution n’existe pas. Ainsi, des variations sur le second 
membre (même très petites) peuvent conduire à ce que la solution 
cesse d’exister. 

Revenons au cas général. Soit (x) solution de l’équation (16.8). 
Il est évident que la fonction ®,(x) = (x) + sinwzx sera solution 
de l’équation (16.8) avec le second membre 

d 


f(z) + \ k(z, y) sinoy dy. 


Estimons la différence des solutions et la différence des seconds 
membres par la métrique de L, : 


= 1/2 : 1/2 
(eus Si el dy = (sr: oy y | —= 


b—-a 
2 


— sin w(b — a)cosw(b + a). 
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Cette quantité tend vers une constante (pour « suffisamment 
grand). L'écart des seconds membres 


tend vers zéro avec l’accroissement de «w. 

S'agissant des problèmes mal posés, se pose la question de 
savoir qu'est-ce qu’il faut entendre par leur solution, puisque 
la position classique, comme le montrent en particulier des 
exemples, est dénuée de sens. 

Les raisonnements ultérieurs seront conduits pour le cas où 
A est un opérateur intégral du type 


b 
Â k(x, y) sin wy æ| ae 


CLS TX -- 


b 


\#s y)u(y) dy (16.9) 

à noyau continu. Récrivons la fonctionnelle (16.4) sous la forme 
b pb j b 

M || Hz, y)u(y) dy — fta)| dx + AT Z (16.10) 


son équation d’Euler est 


b 
eut) + | o(E, mu(n)dn = O(E) (« >0) (16.11) 


où | 
b b | 
QUE, 1) =\x(2, E) (x, n)dz, O(E) =\ #2, E)f(x)dr. (16.12) 


Il découle de (16.12) que le noyau Q(EË, n) est symétrique et 
le second membre, une fonction continue. . 

Démontrons que les solutions de l'équation (16.11) ne sont 
pas ses valeurs propres. Soient à, et w;(x) les valeurs propres et les 
fonctions propres de l’équation (16.11). Dans ce cas 


6 


b 
le) = Âunèr \#ts E)k(æ, n)dz. (16.13) 
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Multipliant ses deux membres par ,(E£) et intégrant, nous obtenons 
bd 


b bd 
0 < CCE = Me Â He, Eju ea | 


2 


(16.14) 


Par conséquent, l’équation (16.11) possède des valeurs propres 
pour des « négatifs. Donc, elle admettra (pour « > 0) une solution 
unique qui dépend de façon continue du second membre. Il s’ensuit 
que le problème variationnel pour la fonctionnelle (16.4) est bien posé. 

Remarquons que dans le cas de systèmes mal conditionnés 
le problème de minimisation de la fonctionnelle (16.4) se ramène 
à la résolution d’un système à matrice hermitienne. 

Indiquons maintenant la classe d’équations opératorielles de 
première espèce pour lesquelles on arrive à éliminer l'instabilité 
de solution. Soit À — À, + A, et 45! l’opérateur inverse. L’équa- 
tion opératorielle peut être récrite sous la forme 


u = Aj'f — A5'A,u. (16.15) 


Pour || 4514, < 1 — 6 (8 > 0), la résolution de cette équation 
ne présente pas de difficultés particulières. 


CHAPITRE II 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DE L’ÉLASTICITÉ 


& 1. Etat de eontrainte 


Nous distinguerons deux systèmes de forces agissant sur un 
corps : les forces sollicitant tout le volume (dites forces volumiques) 
et celles s’exerçant sur la surface (dites forces surfaciques). 

La pesanteur, la force centrifuge, les forces pondéromotrices 
sont des exemples de forces de volume. Nous admettrons ces forces 
distribuées de façon quelconque dans tout le volume et nous les 
caractériserons par la grandeur vectorielle PP: Py P,) rapportée 


Fig. 11. Parallélépipède élémentaire. 


à une unité de volu- 
me. Si le volume élé- 
mentaire est un paral- 
lélépipède (fig. 11) 
d’arêtes dr, dy, dz, les 
projections de la force 
sollicitant ce volume 
sont alors : 


P, dx dy di, 
P, dx dy dz, (1.1) 
P.dzx dy ds. 


A part les forces 
volumiques, des forces 
de surface peuvent 
également solliciter le 
corps. Elles apparais- 
sent par suite de 
l'interaction du corps 
considéré avec les 
corps voisins. Ces for- 


. ces seront rapportées 


à une unité de surface. 


Supposons le corps sollicité par un système de forces de volume 
et de surface, statiquement équivalent à zéro. Dans ce cas le corps 
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considéré sera en équilibre et donc chaque domaine élémentaire 
aussi. Pour simplifier l’analyse nous examinerons le même parallé- 
lépipède. L’interaction de ce parallélépipède avec le milieu exté- 
rieur conduit à l’apparition d'efforts sur ses faces que nous suppo- 
serons uniformément répartis, vu la petitesse des arêtes. Sur la 
figure 11 les contraintes sont symboliquement identifiées à des 
forces appliquées au centre de chaque face. Ainsi, la face dy dz, 
par exemple, est sollicitée par une force dont la projection sur la 
normale æ est o,; (dite composante normale de la contrainte). Les 
projections sur les directions y et z sont +, et +,, (dites cmpo- 
santes tlangentielles des contraintes). Les composantes o,, o,, ts, 
Tyzs Taz € Ta Se déterminent de la même façon. Pour les signes la 
règle sera la suivante : dans le cas d’une surface de normale exté- 
rieure coïncidant avec le sens positif de l’axe de coordonnées 
correspondant, les contraintes sont positives si leurs directions 
coincident avec les directions des axes de coordonnées. Si la nor- 
male extérieure est, au contraire, dirigée dans le sens opposé, 
les contraintes sont positives si elles vont dans le sens négatif 
des axes de coordonnées. Sur la figure 11 sont représentées toutes 
les neuf composantes des contraintes lorsqu'elles sont positives. 

Considérons maintenant un domaine élémentaire sous forme 
de tétraèdre (fig. 12). Nous admettrons que les triangles rectangles 
sont sollicités par les contrain- 
LES Os Try Tarr Our Tyrs Tyss Oz 
Tzæ Taye Déterminons les ef- 
forts, que nous supposerons 
uniformément répartis sur la 
quatrième face définie par la 
direction de la normale 
v(,m,n). Projetons les ef- 
forts o, sur les axes de coor- 
données x, y,z et notons les 
projections respectivement 
par 6,» 6%» 6. Désignant 
par $,, S., S, et S. l’aire des 
faces correspondantes du té- 
traèdre, perpendiculaires à la 
normale v et aux axes x, y, z, 
on à 


S, —— SL, S; —_— SM, 
S, = Sn. (1.2) Fig. 12. Tétraèdre élémentaire. 


Projetant l’une après l’autre toutes les forces sollicitant le tétraèdre 
sur les axes zx, y et z, nous obtenons les égalités (sous l'hypothèse 
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que les longueurs des arêtes du tétraëèdre tendent vers zéro) 


S'Ozv — SrOz — SyTay — VS2Tzz = 0, (1.3) 
SO — Situz — Sy0y — Srtyz = 0, (1.4) 
Sy — Sotzz — Sytsy — SrOz = 0, (1.5) 


que nous allons transformer compte tenu de (1.2) pour arriver 
aux relations 
Crv = Onl + Toy + se, 
Tysl + op + =, (1.6) 
Ozy — si + Ty + On. 
Ainsi donc la connaissance des neuf composantes des contraintes 
Or Ta +++ Ta Permet de déterminer les contraintes sur toute 
surface passant par un point donné, connaissant seulement la 
direction de sa normale. | 
Soient ( une partie quelconque d’un corps en équilibre et S 
la surface qui la délimite. La projection du vecteur résultant des 
forces volumiques sur l’axe x est 


|». do. (1.7) 
re 
La projection du vecteur résultant des efforts sollicitant la surface S, 
s'écrit 
| dS = \£02 + tom + Tan] AS — 


S S 


06} Try OTez 
=\( ox + oy ES oz Jee (8) 


CO] 
Egalant à zéro la somme des projections, nous obtenons 


\ [, ++ Te on dQ = 0. (1.9) 


ox 
{2 
Comme l'égalité (1.9) est vérifiée pour tout Q, la fonction à intégrer 
doit s’annuler. Des raisonnements analogues sont vrais pour les 
projections des forces sur les axes y et z. Nous obtenons en défi- 
nitive les équations suivantes, dites équations d'équilibre 


06z Try ee ” 

0x ii y + 9: Fiat 
ryr | _00v | ty _ 1.10 
. + à En a + P, = 0, (1.10) 


Osez Ôt:y 06: 0 
ôz ne ôy LE dé 


LA 
æ 
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ou sous forme tensorielle 
() ? 
H + P,=0. (1.10') 
OT; 


Complétant l’équation d’équilibre par des termes traduisant 
l’inertie du milieu, nous obtenons les équations de mouvement 
du milieu continu (p étant sa densité) 


— 9° . 


+ Pt) =0 —<. (1.11) 


Revenons maintenant à la condition de nullité du moment 
résultant des forces sollicitant le domaine Q. Pour sa projection 
sur l’axe x on a l’égalité 


(2. — 27, 40 + (yen — 20, 48 = 0 
a S 
Transformons la dernière intégrale 


\us. _—. 20Oyv) dS — 


S 


_ \ su — 25) + (5m — 2) m + (gs — 5) d8 = 


0- KA 
ES 
[e: 
nn HAL 3 rs L it dis —_ A LE 


Ayant recours à (1.10), nous obtenons l'égalité 


\ — Tye) da _ 0, 


Q 


qui nous conduit à la condition 


ie. (1.12) 
De la même façon on démontre les égalités 
 — (1.13) 


Les relations (1.13) sont dites loi de dualité des contraintes 
tangentielles. Remarquons que les égalités (1.12) et (1.13) sont 
©btenues en supposant les composantes des contraintes diffé- 
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rentiables. Sans cette hypothèse le résultat définitif est en général 
faux (cf. $ 8, ch. III). 

De ce qui précède apparait que l’état de contrainte peut être 
caractérisé par six grandeurs uniquement. 

Il n’y à aucune difficulté à calculer la projection NW, des forces 
s’exerçant sur un plan de normale v sur cette normale. Il suffit 
pour cela de multiplier la première des équations (1.6) par !, la 
seconde par m, la troisième par n# et de faire leur somme. Ceci 
ji 


= ol? + o,m° + on? + 27m + 2=,,mn + 2-,;nl. (1.14) 
La sons sur le plan lui-même sera 
T3 = 07, + 0%, + of, — Ni. (1.15) 


Considérons les transformations des contraintes lors d’un 
changement de système de coordonnées. Introduisons un nouveau 
système de coordonnées 2x’, y’,z’ à l’aide des cosinus directeurs 


(1.16) 


Démontrons au préalable la proposition suivante. Soient deux 
surfaces de normales v’(l”,m’,n’) et v”’(l”",m'',n"). Les composan- 
tes du vecteur des contraintes F,. sollicitant la première surface 
sont 

Xv= ol + tn + TN", 
Yv= Ts N + om +, (1.17) 
Zy = td + rtyim + on’. 
Projetons le vecteur F,. sur la normale à la seconde surface : 
CF, v"') = Xl" + Y, m'’ + Zn" ne 
= cLll” + c mm" + on'n'’ _. Ty(m'n" + m'n) + 
+ TNT" + nl) + x (Um + l''m’) = (F,-v). (1.18) 
La symétrie par rapport aux cosinus directeurs nous permet 
d'affirmer que cette expression sera de même égale à la projection 
sur la normale à la première surface du vecteur des contraintes 
sollicitant la seconde surface. 


Pour obtenir l’expression de la composante o, faisons coïinci- 
der les deux surfaces, définies par leurs cosinus directeurs!” = {!"=l1,, 
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M=M'=MNn =n" =nù,;: 
C: = 0h + Gymi + sn + 2 y + 2 sl + 27h. 
(1.19) 


Les deux autres composantes de la contrainte normale s’écri- 
vent de façon analogue 


Oy = 6h + cymMs + ons + 27 yMoho + Priesttole + 2TrgleMas 
(1.20) 

Os = Os + OMS + OMS + 2= Mans + Drslals + 2rnlsMs 
(1.21) 


Posant les cosinus directeurs l=l,,l" —=1l,, m'=m, m'"=m;, 
N =;  N'—=1R; On trouve l'expression de l1 composante tan- 
gentielle =;, 

Try = Oshile + OÿuMe + Grtlte + 
+ Male + Mot) + Tale + No) + Salle + lon). (1:22) 
De même 
Tes = Olalh + OM + Sitia + Su (Matts + Mants) + 
+ Te(nsh + ils) + Salsmi + hms), (1.23) 
Ty = Oslols + OyMaMs + Giols + TyMolts + Matte) + 
+ T(tols + Nale) + Sels + lime). (1.24) 

Les égalités établies montrent que les composantes des con- 
traintes sont celles d’un tenseur symétrique que nous noterons 
symboliquement 7. 

Afin de donner une interprétation géométrique concrète à la 
composante normale du vecteur des contraintes, portons dans la 
direction de la normale à une surface un segment de longueur 

r = kJVN,, (1.25) 
dont l’extrémité a pour coordonnées æ = rl, y = rm, : = rn. Ceci 
nous conduit à la forme quadratique 
J{z, Y, 2) = 

= 30? + o,ÿ* + GR? + TyTY + TuYe + Tati = HEK*, (1.26) 
définissant une surface de second ordre. Le signe « + » ou « — » 
du second membre est choisi selon que la surface est réelle ou 
imaginaire : c’est un ellipsoïde si dans toutes les directions agis- 
sent des efforts de même signe (compression ou traction) ou un 


hyperboloïde à une ou deux nappes si les efforts sont de signes 
différents. 
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On sait de la théorie des formes quadratiques qu'’orientant les 
axes de coordonnées dans la direction des axes principaux, on 
fait prendre à la forme quadratique sa forme principale : 


Jr, 9, 2) = 022 + ojy° + 02° = +. (1.27) 


Dans ce cas le tenseur des contraintes se ramène à un tenseur 
diagonal. Les contraintes normales agissant le long des axes 
principaux sont alors extrémales et dites principales. La direc- 
tion des axes principaux est obtenue de l’équation 


2(5, — À) Tzy Tzz 
Tzv 2(5y — À) Tyz = 0, (1.28) 
Tzz Tyz 2(0: — À) 


où À est un paramètre. Nous déduisons de (1.28) l'équation dite 
séculaire : 
A3 + AX + BA + C=0. (1.29) 


Ces questions sont considérées en détail au $2 relativement au 
tenseur des déformations. 
Les coefficients À, B et C s’écrivent : 


À = 0; + 0y +0 (1.30) 
B = 6,04 + 0,0: + o0ù — Ti, — Ts — Tés, (1.31) 
C = 0,7$e + 0yTéx + OiTéy — G:0ÿ0, — 2TiyTutez (1.32) 


Ces coefficients étant invariants du tenseur des contraintes, 
on peut simplifier les expressions (1.30)-(1.32) en les écrivant à 
l’aide des contraintes principales, que nous désignerons dans 
l’ordre de leur décroissance par N,, N,, N, et les axes qui leur 
correspondent par 1, 2, 3 Remarquant que les contraintes 
principales sont les racines de l’équation (1.29), nous obtenons 


A=N +N+N, (1.33) 
B=NN,+NN,+NN, (1.34) 
C — —N, NN. (1.35) 


L'égalité des premiers membres de (1.30) et (1.33) entraine que 
la somme des contraintes normales est invariante par rapport 
aux axes de coordonnées. Le coefficient À se désigne par 3p, où 
p est une pression, dite hydrostatique. 

On a noté plus haut que sur les surfaces dont les normales 
sont les axes principaux les contraintes tangentielles s’annulent. 
Posons la question de savoir sur quelles surfaces les eontraintes 
tangentielles sont extrémales. 
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Supposons que nous connaissons la direction des axes princi- 
paux. Dans ce système de coordonnées l’expression (1.15) de T, 
se simplifie et devient 

Ti = NA? + Nim: + Min? — (N,Ù + Nom° + Nin°)*. (1.36) 

Cherchons l’extrémum de cette expression en variant les cosi- 
nus directeurs. Transformons (1.36) utilisant l'égalité n° — 1 — 
— |? — m°et égalant à zéro les dérivées par rapport à let m. Nous 
aboutissons à un système de deux équations : 
2U{(NI — NS) — 2 [N3 + (M — N,)Ë + 

+ (Ne — Nam] (Ni — N:); = 0, (137) 
2m {(N5 — N5) — 2 [N3 + (Ni — N,)Ë + 
+ (Ne — Ns)m](N: — N3)j = 0. (1.38) 


Ces équations admettent trois solutions. La première solution 
1 — m = 0 est banale et sera écartée car elle traduit l’absence des 
contraintes tangentielles. La seconde solution { = 0, m = + V1, 
n = + V1/2 correspond à la nullité du premier facteur dans 
(1.37) et du second dans (1.38). Le plan défini par ces cosinus 
passe par l’axe 1 et la bissectrice de l’angle formé par les axes 2 
et 3. Les contraintes tangentielles sont 


Na N3 2 
2 

La troisième solution m = 0, ! = + W1/2, n = + V1/2 correspond 

à la nullité du second facteur dans (1.37) et du premier dans 

(1.38). Dans ce cas le plan passe par l’axe 2 et la bissectrice de 


l’angle formé par les axes 1 et 3. Les contraintes tangentielles 
Sont 


T; — + (1.39) 


RS (1.40) 

Changeant le cours des raisonnements et éliminant par exem- 
ple le cosinus directeur ? ou m, on obtient encore tout un nombre 
de solutions, parmi lesquelles sera nouvelle seule la solution 
l= + V1/2, m = + V1, n = 0. Dans ce cas le plan passe par 
l’axe 3 et la bissectrice de l’angle formé par les axes 1 et 2. 
Les contraintes tangentielles sont : 


Te = + UM — No). (1.41) 


Dans le cas où deux contraintes principales sont égales entre 
elles, la recherche de l’extrémum de l’expression (1.36) est dénuée 


14 
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de sens puisque dans tout plan passant par l’axe de la troisième 
contrainte les contraintes tangentielles sont les mêmes (nulles). 

Remarquons que les contraintes normales correspondantes 
seront égales à la demi-somme des mêmes contraintes principales 
dont la différence donne les contraintes tangentielles. 

Nous avons rappelé les éléments de théorie classique de l’état 
de contrainte. Le passage d’un milieu discontinu réel à un modèle 
d’un milieu continu est un problème très complexe, dont la réso- 
lution exhaustive est problématique. La théorie classique se base, 
en général, sur l’hypothèse que l’action du milieu extérieur sur un 
domaine élémentaire se ramène à l’application d’une force. Une 
théorie dite théorie des moments prend en considération l’action 
simultanée d’une force et d’un moment. Des théories tenant compte 
des moments d’ordres élevés sont également élaborées. Elles ne 
seront pas exposées dans le cadre de cet ouvrage. 


$ 2. Théorie des déformations 


Différents facteurs (application de forces, variation de tempé- 
rature, action d’un champ électrique ou magnétique, transforma- 
tions de phase. etc.) font que la configuration géométrique du 
corps change. Les lois géométriques régissant les déformations 
constituent en principe l’objet d'étude de la théorie des déformations 
du milieu continu. 

Abordant l’étude mathématique du processus de déformation 
des corps solides, on peut ne pas prendre en considération la 
structure atomique de l’objet étudié, et décrire le milieu en défor- 
mation à l’aide d’un modèle continu dans lequel les points géomé- 
triques sont identifiés aux points matériels des corps réels. La 
théorie des déformations la plus connue et la plus développée des 
milieux continus est la théorie des petites déformations que nous 
exposerons plus bas. 

Introduisons au point étudié du corps non déformé un système 
de coordonnées cartésiennes x, y, z. Nous appellerons déplacement 
le vecteur dont l’origine coïncide avec la position initiale du point 
et l’extrémité avec la position du point après déformation et 
nous désignerons ses projections par %, v et w. Dans l'hypothèse 
de continuité, les déplacements sont des fonctions continues des 
coordonnées *) : 

u — U(T,Y,£), 0 = 0(%, Y, 2), = W(T, y, 2). 


Dans la suite nous imposerons aux déplacements des restric- 
tions plus fortes, exigeant la continuité de leurs dérivées jusqu’à 
un certain ordre (troisième dans certains Cas). 

+) Remarquons que la présence de surfaces suivant lesquelles la composante 


tangentielle des déplacements subit une discentinuité ne contredit pas l’hypothèse 
de continuité. 
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Considérons deux points voisins À et B, soit dr le vecteur 
joignant ces deux points, dr est son module et !, m,n ses cosinus 
directeurs. Les projections du vecteur AB sont 


dz= ldr, dy = mdr, dz = ndr. 


Supposons que sous l'effet d’une cause quelconque le point À 
s’est déplacé au point 4’, et le point B, au point B’. Les coor- 
données du point À’ sont x, + u, y, + v et z, + w. Rigoureuse- 
ment parlant, les coordonnées du point B’ sont les nombres 
Lo + ULr Yes Zo)s Yo + DTr Yo Ze) et Ze + W(Tr, Yr, Ze). Tenant 
compte de la proximité des points B et À, développons les fonc- 
tions u[zT, + u(Xr, Ye, Z+)] en série et limitons-nous aux deux 
premiers termes du développement : 


De = 2 + de +u + dr, 
0v 
Yo = Ya + dy +0 + —"- dr, (2.1) 


By = 2e + de +00 + dr. 


Déterminons la nouvelle distance entre ces points (en tenant 
compte de l’approximation (2.1)): 


dv 2 dw 2 
: ar +(æ += dr) = 


ôu 2 
A'B' = Ÿ (ae ++ à) rs (é Æ 


ôu do ôw du \? dv \? dw \? 
= ar]f1 +2fr 4 1 en Li +(5) +(S). 
(2.2) 


Dans la formule (2.2) les dérivées par rapport à dr sont considé- 
rées comme des dérivées suivant la direction dr. Divisant les deux 
membres de (2.2) par dr, nous obtenons l'allongement relatif (ou 
unitaire) €, dans la direction dr. Donnons l'expression définitive 
de €,, négligeant les termes d’ordre de petitesse élevé (üOu/ôr, 
dv/ôr et Aw/ or sont supposés petits *) devant l’unité) : 


dv 0w 
n e 
or + or 


sis (2.3) 
or 


*) L'étude du cas général fait l’objet de la théorie des déformations finies (cf., 
par exemple, [3, 60, 76]). 
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Ecrivons (2.3) comme 
96 
r or 


où p — lu + mTc + nw est la projection du vecteur déplacement 
sur la direction du vecteur dr. 

Situant le point B tour à tour sur les axes x, y, :, nous obte- 
nons 


9 E = ——° (2.5) 


Considérons en outre un point C (fig. 13), choisi comme 
auparavant proche du point À mais de telle sorte que le segment 
AC soit perpendiculaire à AB (désignons le segment AC par dr; 
et le vecteur dr par dr;,). Déterminons la variation de l’angle 
formé par les images de ces segments. Désignons par p, et p: 
les projections du déplacement du point À sur les directions dr, 


( 
Pr+ gi dr 


Fig. 13. Déplacements schématisés de trois points. 


et dr. Les projections des déplacements du point B seront alors 
E1 + (de1/072) drs et p2 + (9 p2/0r2) dr, et celles des déplacements 
du point C, p, + (2 e.1/0ri)dr, et p2 + (0 p2/0r,) dr,. Vu la petitesse 
des segments dr, et dr,, nous pouvons supposer que l’angle cher- 
ché formé par les images de ces segments est égal à l’angle formé 
par les segments 4’B” et AC”. De plus, remplaçons les grandeurs 
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des angles «, et « (cf. fig. 13) par leurs tangentes. Nous obtenons 
alors 
des ces. 


Œo — 


Ù 
Üre ôr; 


Œ, — 


Donc la variation de l’angle s'avère égale à : 


dpi dP3 9 
Re 2 PRE A 6 
dr + ôr, #59) 


Nous appellerons cette grandeur déformation de cisaillement et 
nous la noterons y, Cette dénomination trouve sa justification 
dans le raisonnement qui suit. Considérons une déformation de ce 
genre dans le. cas où seule une composante du déplacement est 
non nulle. Le rectangle (dans le plan correspondant) devient un 
parallélogramme que l’on fait coincider par rotation des axes de 
coordonnées avec l’un des axes. Il est tout à fait clair que la 
déformation se ramène à un déplacement des couches. 

_ Choisissant les points B et C sur les axes de coordonnées 
cartésiennes, nous introduisons trois composantes des déforma- 
tions de cisaillement (leur symétrie est évidente) : 


dv ou ow ou 0w 10 
« — —— PH Vos = — — — . 27 
lzv 2x + dy 7  Vzs 2x TT 2= 7 Yyz ou + 2= (2.7) 


Six grandeurs €,, €, €: Yry Yzz ©t Yy: introduites par Cauchy 
portent le nom de composantes de déformations *). Ces six paramè- 
tres définissent l’état de déformation, en ce sens que leur connais- 
sance permet de calculer l’allongement unitaire dans une direc- 
tion quelconque et la variation de l’angle formé par deux droites 
quelconques, orthogonales en particulier, au voisinage du point 
considéré. 
Reprenons la formule (2.3). Nous avons 


té +ma tn) mi + md +ne)+ 
(7E © Oy 9: x y : 
0w dw _ dw : 9 : 
+ Im + Mmnyy + Ni: (2.8) 


Se donnant les cosinus directeurs on obtient d’après (2.8) 
l'allongement unitaire cherché. 


, *) Certains auteurs appellent souvent composantes de déformation de cisaille- 
ment des quantités deux fois moindres ; alors les formules (2.10) revêtent une forme 
standard et coïncident avec les formules correspondantes (1.19) à (1.24). 
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Soient deux directions, 7, et 7, qui forment entre elles un 
angle droit et définies l’une par les cosinus directeurs L,, m, et n, 
et l’autre par L., m, et n.. Nous servant de la formule (2.6), nous 
obtenons 


du ou ou 0v Ôv dv 
Yan = (25 ua re y + mg) + M (+ Er + reg) + 
ow ow ow ou ou ou 
ET Me, + ee) + L (ue + Vs + me) + 


( 
+ me (4 


+ 3 
dv dv Ov ow ow ôw 
FE ma) + ne(u ge + je eu me) = 
2ll,e, + 2MmmE, + 2e: + (hm: + Mle)Yzy + 

+ (Mine + Mme) Yys + (als + hno)Yese (2-9) 


Les formules (2.8) et (2.9) permettent de passer à des nouvelles 
coordonnées pour les composantes de déformation. Supposons 
connues toutes les six composantes dans les axes fixes zx, y, z. 
Introduisons de nouveaux axes de coordonnées zx’, y’, z’, orthogo- 
naux de même, que nous définirons par une table de cosinus direc- 
teurs identique à (1.16). Revenant aux formules (2.8) et (2.9) 
nous obtenons 


er Ge, +mie, +nie + bye + MaYy + MY 
y he, + mie, + ne. + lmeyas + MaoYys + NoloYins 
er Ge, + mie, + n5e, + limsyzy + Mansyy + NalaYers 
Yep = 2ilees + 20umeey + 20e, + (he + Muble)Ysy + 
+ (mare + Mme) Yes + (rule + hno)Yess (2-10) 

Yys = 2e, + 2memse, + 2nonse, + (loms + Mols)Vay + 

+ (mens + noms)Yye + (no ls + los) Yrss 
Ver = he, + 2msme, + 2nsme, + (lim + Msh)Yes + 

+ (msn + names + (nsh + bye. 


Il ressort de (2.10) que les composantes des déformations sont. 
celles d’un tenseur symétrique du second rang, de sorte qu’en 
général il sera question dans la suite de tenseur des déformations 
que nous noterons T.. 

D est utile d'introduire en considération une surface dite 
surface de déformation qu’on définit de la manière suivante. On 
se donne une constante k et on porte dans chaque direction un 
segment de longueur égale à l’inverse de la racine carrée de 
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l’allongement unitaire dans cette direction : 
r = kJVe,. (2.11) 
L'extrémité de ce segment (en coordonnées locales liées au point 


considéré) a pour coordonnées : æ = rl, y = rm, z = rn. La for- 
mule (2.8) fournit alors 


Î (æ, Y, Z) — 

= Ent + EY + ES + Va 0Y + Vtt + VyY2 = + K*. (2.12) 

Donc les extrémités de ces segments appartiennent à une 
surface du second ordre. Le signe du second membre est choisi de 
manière que la surface soit réelle. La surface des déformations 
peut être un ellipsoïide, si tous les éléments sont comprimés ou 
étirés ou un hyperboloïde à une ou deux nappes si dans certaines 
directions les éléments sont comprimés et dans d’autres étirés. 
Le cône asymptotique, qui est la surface de séparation, correspond 
aux directions suivant lesquelles l'allongement est nul. 

De la théorie des formes quadratiques (théorie des tenseurs 
symétriques) découle qu’on peut toujours choisir un système de 
coordonnées tel, que la forme quadratique (2.12) se ramène à sa 
forme principale (le tenseur des déformations s’avèrera diagonal) : 


EL + EY° + €z° = + K*. (2.13) 
Nous appellerons axes principaux les axes dans lesquels la forme 
quadratique (2.13) prend sa forme principale. Dans ce cas évi- 
demment la déformation de cisaillement est nulle. L’allongement 
suivant les axes principaux est dit allongement principal et comme 
la surface de déformation est une quadrique, les allongements 
principaux sont MINIMAUX OU MAxXIMAUx. 

Déterminons les directions des axes principaux et par suite les 
déformations principales. Introduisons en considération le multi- 
plicateur de Lagrange et cherchons l’extrémum de la forme qua- 
dratique 
F(I,m,n) = l'e, + m'e, + ne, + 

+ my, + mnyy + ny; — NME + m?+ nt). (2.14) 

Donnons les expressions des dérivées suivant les cosinus 

directeurs : 


9F 
= 2(e, — A) + y,ym + Yan = 0, 


= Ya + 2(e, — Am + yen = 0, (2.15) 


à 
0F 
ôm 
ôF 
Dr = Ye + yum + 2(e — An = 0. 
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Le système (2.15) est homogène et n’admet de solution que si 
le déterminant des coefficients est nul : 


2(E — À)  Yæ Yez 
Yz 2(Ey — À)  Yy = 0. (2.16) 
Yez Vue 2(€; — à) . 
On en déduit une équation du troisième degré par rapport à À: 
NX + AX + BXx +C = 0. (2.17} 


Montrons que les racines *) de cette équation (désignons-les dans 
l’ordre de décroissance par À, À» À:) sont justement les défor- 
mations principales. Multiplions chacune des équations (2.15) 
respectivement par l;, m, et n, (l’indice désigne que ces cosinus 
directeurs sont solutions du système d’équations (2.15)), portant: 
préalablement dans celles-ci la valeur À,. Après la sommation de 
toutes ces équations, nous obtenons 
JU Mas Ni) = Eli, My Ni) = À (2.18) 
Quoique le système d’équations (2.15) dépend du choix du 
système de coordonnées, les quantités À, À+ À: Seront invarian- 
tes par rapport au référentiel puisqu'elles correspondent aux défor- 
mations principales (qui sont des caractéristiques extrémales de 
la surface de déformation). Par conséquent, les coefficients de 
l’équation (2.17) seront aussi invariants. 
Considérons le coefficient de ?° qui est égal à À = €, + €, + €. 


Les développements précédents permettent d’affirmer qu'est 
PRES l'identité 


€ + €2 + Es = Er + Ey + EE) + (2.19) 
où les indices 1, 2, 3 se rapportent aux axes principaux. 

Voyons quelle est la signification physique du coefficient 4 
dans l’équation (2.17). Pour cela considérons un parallélépipède 
d’arêtes dx, dy, dz, orientées dans la direction des axes principaux. 
Par suite de la déformation les arêtes du parallélépipède s’allonge- 
ront de e.dx, e.dy, e,dz et l'accroissement de volume sera 
[A + &)(1 + e)(1 + es) — 1] dx dy dz Négligeant les petits 
d'ordre élevé, nous obtenons 


[à 4 | 
ge — + € +es = 0. (2.20) 


La quantité 6 sera dite compressibilité. Vu son invariance, on a 
l’égalité 
ou 0v 0 
a EE nr re (2.21) 


*) On peut démontrer que ces racines sont toujours réelles. 
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Comme on à noté plus haut, la déformation de cisaillement est 
nulle dans les directions des axes principaux. On peut montrer 
(de la même façon que pour le tenseur des contraintes) que les 
déformations de cisaillement maximales et minimales se produi- 
sent dans des plans passant par un axe principal et divisant en 
deux l’angle formé par les deux autres axes, et sont égales à la 
différence entre les déformations principales correspondantes. 
Notons que dans la direction des normales à ces surfaces l’allonge- 
ment relatif est égal à la demi-somme des déformations princi- 
pales. 

Jusqu’à présent le problème se posait comme suit : étant 
donnés au voisinage d’un point arbitraire les déplacements 4, v, w, 
on demande de déterminer les six composantes du tenseur des 
déformations. 

Pour le développement d’une théorie mathématique des défor- 
mations on peut se borner là. Or, dans nombre de cas, surtout 
lorsqu'il s’agit d'élaborer des méthodes de résolution des équa- 
tions de la mécanique des milieux continus, on a à résoudre le 
problème inverse. Nous admettrons que dans le domaine occupé 
par le corps sont connues les déformations et qu’il faut déterminer 
les déplacements ou, ce qui est de plus grande importance, établir 
les conditions auxquelles doivent satisfaire les déformations pour 
que les déplacements reconstitués d’après ces déformations ne 
contredisent pas le sens physique. Les déformations ne peuvent 
pas être arbitraires. On s’en assurera moyennant les raisonne- 
ments suivants. Représentons-nous un corps découpé en domaines 
élémentaires. Au cours de la déformation les domaines prendront 
chacun une configuration nouvelle, et l’on ne saura pas consti- 
tuer de ceux-ci un corps continu. Des considérations purement 
mathématiques viennent corroborer cette opinion. En effet, les 
six composantes du tenseur des déformations sont des dérivées 
de trois fonctions seulement. 

Une réponse exhaustive à cette question à été donnée par 
Saint-Venant. Afin d'établir les conditions qu’il a obtenues, 
rappelons les relations de Cauchy 


ou Ov ow 
D ge Mo gere à 
(2.25) 
on ou 0w ov ow ou 
To y te gta 


Différentions par rapport à x et y les deux membres de l’ex- 
pression de +., : 
dYzy 03v du dey | d'Es, 


xd — 00 d dd | 
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De la même façon nous établissons les relations 
dYzz __ 0€: d'Ez Yyz __ 0’, Fes. 


E 2.2 
x 0: Ox* d=” dy: 02° 0y* Le, 
Citons sans déduction *) le deuxième groupe d’égalités 
_Êes — 9 = dYyz OY:r M ry 
Fa — 6 &æ To ‘ æ } 
de CAN a 0: dy 
A EL ne 2.28 
dz ox y | x dy ga = } ( ) 
D LES 0 Oys  iz Vas 
Ôx Ôy 9z \ dx 0y CS 


Les relations (2.26) à (2.28) sont dites conditions de compat- 
bilité des déformations de Saint-Venant. Montrons que ces condi- 
tions sont les conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité 
des relations de Cauchy et qu’elles permettent de reconstituer le 
champ des déplacements d’après les déformations. 

Pour rendre la démonstration plus aisée, introduisons la 
notion de rotor des déplacements : 


rot (u, 0, w) = îiw, + 0, + ko., 
(2.29) 
dw dv ou 0w dv ou 


Op = — — —— = —— —— = — — —° 


(a) 0] 
dy d=” V9: dy”  * dr dy 


Si en chaque point étaient connues non seulement les défor- 
mations, mais aussi les composantes «,, ©, w, du rotor, on 
pourrait calculer immédiatement toutes les dérivées des dépla- 
cements par rapport à toutes les coordonnées, puisque 


ou dv 1 dw 1 

Dr (Yep + ©) > (Y2z — ©) 

Ou 1 dv 0w 1 

à (Yzy — O2), nl D du 7 (nr + ©), (2.30) 
ou 1 Op 1 ow 

= x to) Zn = 5 (Vu — ui) tou — 6 


Ceci permet à son tour de reconstituer les déplacements par 
intégration immédiate suivant telle ou telle courbe. Aussi la 
question d’intégrabilité des relations de Cauchy s’avère-t-elle 


*) La validité de ces relations est vérifiée par différentiation de (2.25). 
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équivalente à la question concernant la possibilité de déterminer 
le rotor d’après les valeurs données du tenseur des déformations. 
Cherchons à obtenir les expressions des dérivées du rotor des 
déplacements. Effectuons les calculs pour les expressions de 
ôw|ôy et 0v/üz de (2.30) par exemple. Une dérivation de 0w/07y 
par rapport à y, et de üv/üz par rapport à :, et des transfor- 
mations assez simples nous donnent 


do dy. D y dw, OYye 9 9€: 
— = — /,  — a mé ——. 2: 1 
ôg dy dz ” à: EE | ôg (2.31) 


Retranchant maintenant 0v/0: de Ow/ûy, différentiant par rap- 
port à æ, puis ajoutant et retranchant du premier membre la 
quantité d°u/0y 8z, nous trouvons 


dwy O7 Oz (2.32) 


Des équations analogues sont obtenues pour les dérivées de «w, 
et de «.. 

Les conditions d’intégrabilité des équations (2.31) et (2.32), 
ainsi que celles des équations analogues pour «w, et w, sont 
connues. Elles se ramènent aux égalités suivantes, exprimant 
l'égalité entre elles des dérivées mixtes de la fonction «, : 


D D ne Ce 


ôy* y 9: Ôx dy Ôx 9: 
Pr Lg Per LL 9 Te te, (2.33) 
Ôy dz (6 ôy° dy 0= 


Ces égalités sont identiques aux trois relations de Saint-Venant. 
Pour chacune des fonctions ©, et «,, on obtient trois autres 
équations. Comme certaines relations coïincident entre elles, on 
obtient en définitive six relations indépendantes. 

Ainsi, les conditions de Saint-Venant sont les conditions néces- 
gaires et suffisantes d’intégrabilité des équations de Cauchy. 
Notons que si le domaine occupé par le milieu est simplement 
connexe, les conditions de Saint-Venant sont déjà les conditions 
nécessaires et suffisantes d'unicité des déplacements, puisque dans 
un domaine simplement connexe une intégrale curviligne quel- 
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conque 


\4 dx + B dy + Cd: (2.34) 


est indépendante du chemin d'intégration si sont vérifiées les 
conditions du type (2.33). 

Pour les domaines multiplement connexes, il faut en outre 
que l'intégrale (2.34) soit nulle suivant tous les contours qui ne 
se réduisent pas à un point, sans quitter le domaine considéré. 

Illustrons ce qui vient d’être dit sur l’exemple suivant. Soit 
un domaine en forme de tore, dans lequel nous pratiquons.une 
coupure qui transformerait le domaine multiplement connexe.en 
un domaine simplement connexe. Ecartons les bords de la coupure 
et introduisons un coin. Les déplacements subiront évidemment 
une discontinuité à la traversée de la coupure. 

Notons que la construction du tenseur des déformations est 
possible également dans le cas où les déplacements sont donnés 
en coordonnées curvilignes. Dans un repère orthogonal arbitraire 
(æ«, B,y) les composantes du tenseur des petites déformations 
sont déterminées de la façon suivante : 


 — 1 Ou, ug Oh, u, Oôh 
FM dx hs 08  Mh ôy’ 
1 à oh oh 
Ep = _ se ps 2 er: 2 ; 
2 08 hhs dy hhs  Ôa 
) oh Ok 
y = 1 Cu, “ U 3 ug 3 
hs dy hihs dx lehs 03 
(2.35) 
h, 9 u h, 0 [u 
h 43 | h h dy\h 


où À,, h;, h, sont les coefficients de Lamé (cf. par exemple [59), 
1/2e28, . . . les composantes de cisaillement du tenseur des défor- 
mations. 
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En coordonnées sphériques (r, ®, 6) les expressions (2.35) pren- 
nent la forme 


du, 1 du, u, 1 _ du, 
CE En = — —— — €o —= cot 6 — 
É ôr ? ÿ r 06 + r ? © rsin0 0 . gs 
= (Te _ y, cote Sr 21e (2.36) 
WF 06 “ rsinô 0 d : 
dus UQ 1 ou, 1 Ou, du, Up 
€, = —" — —- + — — —< — — 
de or r r 00” TŸ.  prsinô 09 L dr r? 
ct en coordonnées cylindriques (7, 6, <): 
du, Ou 1 Ou, 1 due u, du, , du, 
EE, = — € = — Ea= — — Es —= 
SO 06 auto 
(2.37) 
 — du, se 1 du, due Up 
5 9: ° 0} 46 ôr r 
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L'élaboration d’une théorie cohérente de déformation du milieu 
continu sera complète si, après avoir introduit la notion d'état 
de contrainte et de déformation, on établit, moyennant un modèle 
défini, les relations existant entre le tenseur des déformations 
et le tenseur des contraintes. 

La théorie de l’élasticité se fonde sur un modèle idéalisé du 
milieu continu élastique. Tout corps constitué d’un tel milieu 
hypothétique reprend sa forme quand la force qui le déformait à 
cessé d’agir. Le processus de déformation s'accompagne d’une 
variation d’énergie, de température et d’autres paramètres caracté- 
risant l’état de l’objet étudié. Nous aborderons la description de 
ces phénomènes des positions du premier et du second principe 
de la thermodynamique. 

Si l’on désigne par Æ l'énergie cinétique et par U l'énergie 
interne du corps, la variation de son énergie totale dans un petit 
intervalle de temps Ôf sera ÔX + SU. L'énergie cinétique se 
détermine par l'expression (ep étant la densité du milieu) 


| 1 du \° 90 \? dw \? 
nf (ee (2e 00 
Notons du — (üu/üt) dt, vo — (Ov/ôt) St, Ow — (ow/ot)ôt les 


accroissements des déplacements élastiques au cours de ôt. Dans 
ce cas, conformément à (3.1) la variation de l’énergie cinétique 


RS TE 


) lé (3.2) 
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Déterminons à présent le travail des forces extérieures P., P,, 
P, sur les mêmes déplacements, représentant celui-ci sous forme de 
deux termes ôL’ et ÿL”’. Le premier terme 


ÔL' — \\\ee Ôu + P,, 50 + P,ôw)dr (3.3) 
est le travail des forces massiques, le second terme 
OL’ — \\ (o,,du + 0,90 + a, dw) ds (3.4) 


le travail des forces extérieures surfaciques. Transformons (3.4) 
à l’aide des formules (1.6) 


SL" — \\ CE + Tyz 00 + 7,200) + 
+ (TU + 0,00 + Tr, dw)m + (T.Ôu + Tr, à + s-buo)n | ds 


Appliquons maintenant la formule de Green et transformons 
l’intégrale de surface en intégrale de volume 


CRE 


. Fe Te + + Ne 30 + a dE dr +28 Je las d 


a \\ES PE + op + 6, 2e LÉ D ..: 
" (Te + n | Te Fe _ }|e-- 


Utilisant les équations de mouvement (1.11) et intervertissant 
les opérations de différentiation et de variation, nous obtenons 


(ff (n 2e 


+ | an ) > | p dr +\\ | oeèe, + oV0Ey + G,ÙE, + TwdYe + 


pe Farm de. (3.5) 
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Par suite SL — SL’ — 5L'’ s'écrit 
SL = 3K + \\\ SW dr, (3.6) 


où par SW est désignée la somme 
ÔW = o,0e, + o,0€, + o.0€, + Tes dYaz + Ty Yye + Tay dry 
Soit ÔQ l'équivalent mécanique de la chaleur reçue par le 


corps élastique au cours de l'intervalle de temps ôt. En vertu du 
premier principe de la thermodynamique, on a 


ÔK + SU = 5Q + 5L. (3.7) 
Compte tenu de (3.6) nous obtenons l’équation fondamentale 
OU = 5Q + \(\ ÔW dr. (3.8) 


Nous admettons que l’évolution du milieu est adiabatique, i.e. 
5Q = 0. Dans ce cas l’équation (3.8) devient 


SU — \\ SW d= (3.9) 


et par conséquent SW est la différentielle complète d’une certaine 
fonction W. La différentielle complète est égale à 
dW = o,de, + o,de, + o,de, + TedYes + TudYy + TaydYzy (3.10) 


La fonction W s’appelle potentiel élastique du processus adiabatique. 
Interprétant W comme une fonction des variables €,, €,,..., Y:,» 
nous obtenons les égalités 


ow oW : ow 
C2 — 9 Oy _— —— ÿ £ = . 
dE ot Ôdc 
a : ‘ (3.11) 
oW _ ow L oWw 


(a CE ce y 
Dans l’hypothèse que l’évolution du milieu est isotherme, on à 
4 5Q = 0, (3.12) 


où le symbole de l’intégrale indique qu’on considère un processus 
fermé. Dans ce cas nous obtenons de (3.8) l’égalité 


jme os 


valable si SW est la différentielle complète d’une certaine fonction 
des variables £,, €, ...,.. Les formules (3.11) restent valables 
dans ce cas aussi, mais le potentiel isotherme sera différent 
du potentiel adiabatique. 
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Au voisinage de chaque point l’état de contrainte se caracté- 
rise par les six composantes du tenseur des contraintes et l’état 
de déformation, par les six composantes du tenseur des déforma- 
tions. De l’existence d’un potentiel élastique découle qu’il doit 
exister une relation univoque entre les composantes du tenseur 
des contraintes et du tenseur des déformations : 


Oz — fi Er Eys-- er Yay)s 
Cy = folEr Ep... Yzv) 


(3.14) 


Try = Je(Ez> Eur +: + Yry)- 


Développant ces fonctions en séries et en se limitant aux pre- 
miers termes, on obtient 


Gr = Cr + Crop + Ci9€z À CraVrs + CisYr: + C16Ya» 
Oy —= CnEr + CooEty + Cos€z + Cogfrs + CosYvz + CogYzv 

. e e . e e e e e e e . e e . e e. e (3.15) 
Tan = Cor + Certy + CesEz À CoaYzz + Ces Vuz F CesYzy 


Ici font défaut les termes d’ordre zéro puisque dans l’état naturel 
le milieu est supposé dépourvu de contraintes. Les représentations 
(3.15) constituent l'essentiel de la loi de Hooke. Les constantes 
C3 déterminées par expérience, peuvent être différentes en fonc- 
tion du processus de déformation. 

Utilisons maintenant les formules (3.15) pour la construction 
explicite du potentiel élastique W. Dans ce cas l’expression (3.10) 
n’est différentielle complète que si sont vérifiées les conditions 
Cyy = C3. L'expression du potentiel sera 


1 ° 
WW — pra C1Er + Co €yEz + Cris E2Ez + Ca VerEz + CisYyEz + CigYry Ez + 
1 ï 
+ — Cooty + CosEzEy À Cog V2 Eu À Cas VyzEy À CaYzyEs + 
1 2 
+ PI Ca3€z + Ca (z2€z + Cas y: €: + CaeYzy€z + 


1 ° 
Sa 2. aa xz + Ca5VyzYz: + Cac YryYŸzz + 


1 
+ s. Co5V9z + CoeYsrYys + 


1 


+ + vi (8-16) 
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‘Il ressort donc des considérations thermodynamiques, que le 
nombre de coefficients caractérisant l’état de déformation 
du milieu élastique dans la position linéaire de Hooke est égal 
à 21. 

Le potentiel élastique est comme nous voyons une fonction 
homogène du second degré par rapport aux Composantes de défor- 
mation. Remarquons qu’on pourrait à priori définir la loi de Hooke 
comme une relation entre les contraintes et les déformations pour 
laquelle le potentiel élastique représente une fonction quadratique 
homogène. 

Signalons une propriété importante du potentiel élastique. 
Considérons un parallélépipède élémentaire d’arêtes dx, dy, dz. 
Supposons que sur ses faces s’exercent les contraintes ©., Gus - - «3 Try 
(cf. fig. 11). Calculons le travail effectué par ces forces sur 
les déplacements Ôu, àv, Sw. Pour une composante normale des 
contraintes, par exemple pour c., on obtient, en négligeant les 
infiniment petits d’ordre élevé 


cdyd:ôe dx = 6,0e, dx dy di. (3.17) 

De même pour le travail des contraintes tangentielles : 
Try 0 Yry AT AY dz. (3.18) 
Somroant les expressions du trpe (3.17) et (3.15) (compte tenu 


d’une permutation cyclique) nous obtenons l'expression du travail 
élémentaire des forces élastiques 


[o.de, + ojdey + GE. + Trd rs + 
+ pd Yu + Try Yzy] AT AY A. (3.19) 


Rapportant le travail élémentaire à l'unité de volume, 
nous retrouvons la formule de la différentielle du potentiel 
élastique. 

Poursuivons l’étude des propriétés du potentiel élastique. 
L'inversion des équations (3.15) nous donne les relations 


E; = 01102 + V0, + bi36: + bisTze + bis us + bisTz 


& = b:10z + Dr20, + b::6; + DoaTz: T bosTys + Dog Tzy (3.20) 


Yro = duos + beeoy + DesSe + DeiTrs + Vesta + Das zy 
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où l’on doit avoir b,, = b,.. Les relations (3.20) permettent d’expri- 
mer le potentiel élastique au moyen des contraintes 


1 9 U 
W — 7 bio + Dio0,6: + D36.0z + Dia Te:Oz + Dis tyGr + Diet: + 
1 o 
Se Dao) + Dos0:6y + Dostr0y + Vos Tur On + Das = 90 y + 


1 ; | 
br Dao + baaTr:0e + bas ty6: + VseTe5: + 


1 2 
Tr. Das Tés + Das Tue Ter 7 Vic Ty es + 


1 a 
+ Desthe + Dita Tu + 


1 ° 
+ Fr Diese (3.21) 


Tenant compte de (3.20) nous obtenons par différentiation directe 
les égalités 


0W ow oW 

dc, = Êzs Es — Ep De LT) k 
9W 2W _. 2W _. 4) 
de Tr ae dre — lys ES — {ay 


Donnons encore une expression du potentiel élastique 
1 
FF — 2. (e,5, +6 +80 + Yretes À Vyetye + YayTry)e (8.23) 


L'expression (3.23) est dite formule de Clapeyron. 

Imaginons maintenant que dans un même volume élémentaire 
sont créés deux différents états de contrainte et de déformation 
caractérisés par les contraintes et les déformations 


, 1 ’ ,! v, 1 , .,"! 
Cx: e e ° °xy Exs -. ee °.? lzy et C x 2 CR 1 °.9 “xy) Ex ? e e °.9 ÆTL 


Composons la somme des produits de toutes les composantes 
des contraintes du premier état par les composantes correspondan- 
tes des déformations du second état et celle des produits des con- 
traintes du second état par les déformations du premier état. 
L'égalité de ces sommes est évidente. Elle entraine l'identité 
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(qui ultérieurement sera utilisée pour la déduction de la formule 
de Betti) 


OL CRT r .rr AE ee PAR ES 
Gstx + Gyly À Ortz À Tasfzs yeVye FT °xy {sy — 


= cie + aÿej + of'e + HN + Ni + sg (820 


Pour la déduction de la loi de Hooke nous avons considéré 
plus haut le cas le plus général qui justement nous a conduits à 
21 constantes élastiques caractérisant l’état de déformation du 
milieu. 

Supposons maintenant que les propriétés élastiques du milieu 
sont symétriques par rapport à l’un des plans, disons le plan passant 
par l’axe :. Dans ce cas l’expression du potentiel (3.16) doit être 
invariante par rapport à la direction de l’axe z. Si on la dirige dans 
le sens inverse il faut changer les signes de : et #, donc de +. et 
Y= Par conséquent, les termes contenant les déformations -., 
et -,. au premier degré dans l’expression (3.16) doivent s’annuler, 
ce qui conduit à huit égalités : 


Ca = C5 = Con = Ces = Cys = Css = C6 = Css — 0. (3.25) 


Supposons de plus qu’il existe trois plans de symétrie passant 
par les axes 2, x et y. Dans ce cas s’annuleront en outre les coeffi- 
cients contenant y, au premier degré, à savoir les coefficients 
Ci C2g C36 Cas: | 

Donc, seules neuf constantes seront conservées dans l’expression 
du potentiel élastique. 

Supposons en dernier lieu que les propriétés élastiques sont 
les mêmes par rapport à chacun des axes de symétrie. Dans ce 
cas les expressions de W sont invariantes par l’interversion des 
axes %, 7,2, Ce qui entraine les égalités 


Cy1 = Con — Cagr Cas = Css = Cégr Co —= Cie —= C3. 


L'expression définitive du potentiel W 


€ ° o 
W = (+ si + 6) + Grofage + 86e + es) + 


+ ré Hi + 7h) (8.26) 


ne renferme que trois constantes élastiques. 

Les exemples considérés plus haut de symétrie des propriétés 
élastiques sont des cas particuliers du corps élastique anisotrope 
le plus général, qui se caractérise par 21 constantes élastiques. 
Une dernière simplification peut être tirée des considérations 
suivantes. Nous supposerons que l’expression du potentiel élastique 
est invariante par rapport au choix des axes de coordonnées (le 
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milieu est dans ce cas dit 1sotrope). Pour obtenir les restrictions 
qu’il convient d'imposer aux coefficients il est suffisant de faire 
tourner le système de coordonnées, par exemple autour de l’axe :, 
d’un petit angle w. Les nouveaux axes zx’, y’, s’constitueront avec 
les anciens des angles définis par les cosinus directeurs (étant 
donné la petitesse de l’angle w) 


Les composantes des déformations dans les nouveaux axes seront 
(cf. $2) 


Er = Er + OYry Ey = Ey— Day Es = Es 
or = Vus — OYres Vas = Yes À OYye (3.27) 
Very = Yay + 20(€, — €). 
Portant ces déformations dans l’expression (3.26) nous obtenons 
W'= WW +o(e, — ez)(204 + Cie — Cn)Yr 
Par conséquent, pour l’invariance du potentiel élastique par 


rapport à une rotation autour de l’axe 2 il faut que soit nulle 
la somme 


2Cys + C2 — Cn = 0. (3.28) 

I1 est aisé de montrer que les rotations par rapport aux autres 
axes conduiront à la même condition. 

Notons Cu = 1 et Cie = À: les coefficients ?. et u, appeles 

coefficients d’élasticité de Lamé, sont des constantes. Compte tenu 

de (3.28), le potentiel élastique se représente alors sous la forme 


2W = 0° + Qu(er + €j + €) + 
+ p(Yee HV + vi) 0= € + ea + e. (3.29) 


Donnons l'expression définitive de la loi de Hooke pour un milieu 
isotrope sous forme développée en notations symboliques 


Oz = AO HUE, Tes = Hz: 
Cy= 0 HUE, Ty = UYy» (5.30) 
CG, — A0 +H2UE, Try = UYry 


Ci = A0 div w + 2| ou + +) 


CET CE d 
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Les relations inverses, exprimant les déformations par les con- 
traintes, s’écrivent 


1 2(1 + v) 
Ez — TE [oz SS Y(0y + Ce)]; Yze —= cr 729 

1 2(1 + v) , 
Ey —= TE [oy — (0, + o)], Vyz — EE Ty2 (3.30°) 

1 2(1 + y) 
EE Los: — vo; + o)], Yzy = _. Tzy° 


Ici sont introduites les constantes E — (3 + 2u)/(À + u), 
v — À/2(ÀA + u), dites module d’élasticité (ou module d’Young) et 
coefficient de Poisson du milieu élastique. 

De la proportionnalité des déformations de cisaillement et des 
contraintes tangentielles il découle que les axes principaux des 
tenseurs des contraintes T, et des déformations T, coincident. 
Comme lors de la transformation des axes de coordonnées la 
matrice de passage est la même pour le tenseur des contraintes 
et le tenseur des déformations, les équations (3.30) s’avèrent 
invariantes par rapport au choix de la direction des axes. 

Ecrivons sans déduction des relations analogues à (3.30) 
de la loi de Hooke en coordonnées orthogonales curvilignes «, B, y: 


$) 
Ca — 26[ + : rs Gag = GYap 
€a = (c MS (3.30’’) 
2G 1 + 
(0 = & + — En O = 6, + 58 + cv), 


où G = L s'appelle module de cisaillement *). 
Etudions quelques cas particuliers. Supposons seule la con- 
trainte oc, non nulle. Dans ce cas d’après (3.30) nous obtenons 


Ce = Poe — £;; (3.31) 
A1+u 


Indiquons pour ce même état de contrainte les égalités 


ÀC. 
z 3 32 
. F 2u(3X + 2u) à (3.32) 


*) Ici et dans Ja suite Jes contraintes tangentielles se notent ©c,g8 dans certains 
systèmes de coordonnées. 
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Ainsi, le coefficient v est le rapport des variations des dimensions 
linéaires du corps dans le sens longitudinal et transversal. 

Remarquons qu’en littérature technique on utilise plus souvent 
les modules d’élasticité Æ et de cisaillement G. Les constantes de 
Lamé sont à leur tour liées au module d’Young et au coefficient 
de Poisson de la façon suivante : 


Ev E 
ŒÆ ——__————r U=———. 3.33 
( + v)(i — 2y) dE: 2(1 + v) ) 
Considérant à présent le cas de 6, = 06, = 6: = D, +yy = Ti = 
= Ty = 0;0nap = k0 = (À + 2/3u)0, où 
ki - 3.31 
= À- a #2? (3.34) 


est appelé module de compression. 

Donnons quelques considérations permettant d'établir les 
limites de variation des constantes introduites. Au cours de la 
déformation dans le corps s’accumule une énergie élastique qui 
doït être positive. Il découle d’emblée de (3.29) que À >0 et 
u > 0et de (3.33) les inégalités 


Ev 0 E 
(1 — 2v)(1 + v 7 1+9 


> 0. (3.35) 


Comme E > 0, nous obtenons 1 + v 3 0 et 1 —2v 3 0, ce qui 
conduit à une condition importante 


—l1l<v< 0,2. (3.36) 


Envisageons maintenant le problème suivant. Soient donnés 
dans le voisinage d’un certain point les déplacements u(u, v, w). 
Par leur dérivation nous obtenons les expressions des déforma- 
tions, et en faisant appel à la loi de Hooke nous trouvons les con- 
traintes (cf. (3.30)). Menons par le point considéré un plan de 
normale v et déterminons le vecteur des contraintes T,(o,,. 0,,, 6.) 
(il convient pour cela d’avoir recours aux formules (1.6)). Laissons 
le soin au lecteur de s'assurer que l’expression résultante se laisse 
écrire, à l’aide des notations de la théorie du champ, sous forme 
d’opérateur vectoriel T,, appelé opérateur des contraintes. Nous 
écrirons l'opérateur des contraintes du déplacement w sous la 
forme 


T',(u) = Qu + Av div u + u(v X rotu). (3.31) 
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S 4. Equations fondamentales de la théorie 
de l’élasticité 
Les équations du mouvement du milieu continu en contraintes 


ont déjà été obtenues au $ 1 dans l’hypothèse de la petitesse des 
déformations : 


Le D se 
ôzx + ôy TT ge Wear 2 ? 
Toy 067 Ô=ye rs D 
—ZL LH NL EE LL pp, — 1.11 
+ à ere Po? (1.11) 
17 jp yes <e d°w 
A IPN RE LA P. — 
Ôx Li 0y HE as F 0Ë 


Rappelons que les équations Fes (1.10) ont été obtenues 
en négligeant les termes inertiels. 

En coordonnées orthogonales arbitraires «, 8, y les equations 
(1.11) prennent la forme suivante (P4, P;, P;, étant les projections 
des forces ne sur les axes de re, 


À (Mh Se ++ ee 3 Ch Ra) + … À (laser) "Te Gghs — . 


ous 
— GCyho — + + Sasha 5e + Gale PE + Paluhihs et = |” 


Ô 0 9 
pe (hohsoz3) + ES (hhsoe) + ra (Riheopr) — cyh . EE 


— Ch 93 + car + eos DE +Pohhehs = a(F 5) » (4.1) 
ee. À (hohaGer) Te © (sage) + 2 has) + Cahto 2 _ 
_ 
— Op — = Gars + Sayhi + Phuhohs = er sep 


où 


J+(&): 


= 
to 

I 
Ps, 
Sd | > 
H Î8R 
DR, 
CN 

+ 
PEER. 
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En particulier, dans un repère cylindrique (r, +, +) nous avons 


SE ARE VGre ne AR nette P,= ee ca. 
r 


or Tr 09 O= ol ot 
05,: 1 06, , 0s., F re Ne po = 2 du. (4.2) 
or r do UE r : ot ôt 
OGC: 1 06 96: Gr: 0 ou: 
or r do Ea ds | + 4 p ot 


Dans un repère sphérique (r, 8, ©) les équations d'équilibre 
d’un milieu continu s’écrivent 


dc, 1 0Gre 1 06,- 
or + r 00 rsin 0 0o + 


1 0 ou, 
+ (or — 69 — 6, + se cot 0) + P, = (es) 
r 


ot ot 
0 1 909 1 06e: 
ôr + r 08 r sin 0 Do + 
1 9 ou : 
+= [se — 04) cot 0 + 35,0] + Po = . p a r (4) 
009 + LE dcce 1 LPS | 
dr  r 06 | rsin0 de | 


te) Ou: 
+— (36,3, + 260, Cot 0) + P, = êt (e dt ] 


Les contraintes ont été supposées des fonctions continues et 
même continûment différentiables. Pourtant les conditions d’équi- 
libre restent en vigueur même lorsque, à la traversée de certaines 

s, le tenseur des contraintes subit une discontinuité. 

Considérons maintenant les équations d’équilibre (1.11) sans 
termes inertiels. Remplaçons dans celles-ci les contraintes par les 
déformations conformément à (3.30) et ensuite par les dérivées 
des déplacements conformément à (2.6) et (2.7). Moyennant des 
transformations simples il est aisé d’obtenir les équations en dépla- 
cements sous la forme 


98 
mAU+(A+R)E=0, p Av + (A+ ph) = 0, 
(4.4) 


26 
p Aw +(i+p)= 0. 
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On peut les écrire d’une façon plus compacte : 
Afu = u Au + (À + u) grad div u = 0. (4.4) 
On appelle ces équations équations de Lamé (parfois aussi 


équations de Navier). 
Utilisant la formule 1, 


Au = grad div &# — rotrotu, 
nous pouvons encore les écrire sous la forme 
(À + 2u) grad div u — u rot rot u — 0. (4.4) 


Donnons également les équations de Lamé en coordonnées 
curvilignes compte tenu des forces massiques : 
24—v 1 90, 2 [del _ dohs Lee 
1—2v À 0x a æ) G  ”? 


1—2v , 03 hh \ dy 0x 
241 — v) 1 90 2 es Joih | ” P, 


2(1—v) 1 98 2 Fe En PR (4.5) 


D CD QD RD RER) 


1—2v h dy hle 


où 


1 dvh, … duh, 
V3 hhe | dx 93 } 
1 9 9 9. | 
0 — ES Ë (Rhsus) + FE (Rshus) + re Gi] - 


En coordonnées cylindriques, par exemple, ces équations s’écri- 
vent 


1 06 P: du, ou, u, dus 
es U. + — — — — œ—— + 
1 — 2v LE EL G / d + or r + 
1 08 Ur 2 du, , P, ; 
ns on ea nn | à me (4.5) 
1 00 2 0 P 
—— + Au, — . += 0. 
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Donnons les équations de Lamé en coordonnées sphériques : 


e 98 d e 002 e 
e — ! —————— > — 
(À + 2u)r sin 6, à | (ow, sin 6,) Ex | + P,r sin 06, = 0, 


(A + 2u) sin 6 _ = 2 — (res sin a) | + Per sin6, = 0, (4.5) 
(1) 


LS 0 NP ee 1) 
sin 6 ‘9 ; or a 06, 


Notons que les expressions de w,, w, et w, prennent la forme 


1 9 ; ) 
LE (ru, sin 6,) — 2 (Tue) | 


OO = — 
£ 2r“sin6, | d6, 
1 | ï 
oe = ——| re © (ru, sin 64) |, 
a 4sin6, 09 ôr 


et que l'expression de la compressibilité 6 devient : 


1 ) ‘ | Ô : | 0 
r'sinOo | ôr FRERE) (A (rte 1/00) 09 er | 


Signalons quelques propriétés du champ des déplacements 
4, 0, w, propriétés découlant directement des équations de Lamé. 
Dérivons la première équation (4.4) par rapport à æ, la seconde 
par rapport à 7, la troisième par rapport à z et sommons-les. Vu 
la symétrie des opérations A et 4, nous obtenons 


A6 = 0. (4.6) 
Appliquant maintenant l’opérateur harmonique A à chacune des 
équations (4.4) nous obtenons, étant donné (4.6), les équations 
AAu = AAt = AAvw = 0. (4.7) 

Notons que de (4.6) et de la loi de Hooke découle l'égalité 

A(c; + cy + c.) = AO = 0. 

Traitons en conclusion encore .une question de grande impor- 
tance. On à établi au $ 2 des relations entre les composantes des 
déformations (2.26)-(2.28) qui découlent du fait que les défor- 


mations s'expriment par trois composantes des déplacements. 
Remplaçant les déformations dans ces formules par les contraintes 
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conformément à (3.30) on obtient des relations qui leur sont 
équivalentes, mais relient directement les dérivées des composan- 
tes des contraintes. 


Commençons par l’équation (2.26) qui prend la forme 
do, , d®= 9°O e 
a+n( - Re ne ei +) (4.8) 


dx dy 0x? Oy* 


Transformons au préalable les équations d’équilibre *) (1.10) en 
les dérivant respectivement par rapport à x, y et z. Sommant les 
deux premières et retranchant la troisième nous obtenons 

9 try, _ POz | doy __ Pos, 


Ôx Ôy ôzx? dy? 9: (4.9) 


Exprimons maintenant la dérivée mixte figurant dans (4.8) 
par son équivalent de (4.9) : 


907 + 6) (oz + Sy) 008 | _ (90 FO 
(1 + ce - pu + Ds = | { TUE a) 0. (4.10) 


Transformons (4.10) en utilisant le fait que la fonction © est 
harmonique. Pour cela ajoutons et retranchons dans le premier 
crochet l’expression 


0° do, FA oz , 907 + 0) : 
dx® dy  9= d=° 


et dans le second 920/&:?, ce qui donne en définitive 


(ile + _ = 0. (4.11) 


Deux autres équations sont obtenues par permutation circulaire 
des indices : 


dis 1e 


= 0, (4.12) 
FR +5 = 0. (4.13) 


Considérons maintenant le deuxième groupe des relations de Saint- 
Venant (2.28). La substitution dans la première de ces équations 
aux composantes des déformations des composantes des con- 
traintes conduit à l'égalité 


(1 + y) 0° rs. + Pr Le dep es Dry + 90 _ 0. (4.14) 
dy dz FH GE 0x 0y Ür d: : 


*) Pour plus de simplicité, en l'absence de forces massiques. 
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Pour la ramener à une forme compacte ayons de nouveau recours 
aux équations d'équilibre. Dérivant la seconde des équations 
(1.10) par rapport à z, et la troisième par rapport à y, nous obtenons 
les expressions des dérivées mixtes, soient 


Try 5o, = y PT dTye 06: FR 
À = —— "y <= ——<———) (4.19) 
Ôx 9z Ôg 9: ee Oz 0y og? ôy 9z 
que nous portons dans (41.14) pour aboutir à 
9°0 
(1 + v) A S#= + dy 8: = 0. (4.16) 


Par permutation circulaire des indices nous obtenons les deux 
relations qui manquaient 


Has rec (4.17) 
drdz 
+ Art = 0. (4.18) 


Les égalités (4.11)-(4.13) et (4.16)-(4.18) sont dites équations 
de compatibilité des déformations en contraintes ou équations de 
Beltrami- Mitchell. On à ainsi établi que les composantes du ten- 
seur des contraintes doivent vérifier neuf équations différentielles 
de différents ordres (trois équations du premier ordre : les équa- 
tions d’équilibre et six équations du second ordre : les équations 
de Beltrami-Mitchell). 

Considérons les équations dynamiques dans un cas spécial 
où les forces extérieures, aussi bien massiques que surfaciques, 
se laissent décrire par les fonctions dont la dépendance par rapport 
au temps s'exprime par des fonctions trigonométriques de pul- 
sation fixe «. 

Soit 

P(zx. 1) = P4(x) cos ot + P®(z) sin wt, (4.19) 


où P{x,t) est la force massique (donnée sous forme vectorielle). 
Supposons que la solution (déplacements et contraintes) se repré- 
sente également par. les mêmes fonctions trigonométriques. Le 
problème. dynamique qui se pose ainsi est appelé problème des 
oscillations périodiques (de pulsation w). On a pour les déplacements, 
déformations et contraintes : 

ur, ?) = uM(x) cos ot + u(zx) sin of, 

eu(x, t) = ex) cos wt + Esf)(x) sin of, (4.20) 


cit, t) = ox) cos ot + (x) sin ot. 
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Il est commode d'introduire ensuite en considération les fonc- 
tions complexes 


Pj(z) = PN(x) + 2PSU(x), 
(3 = 1,2,3), (4.21) 
au(x) = (x) + iu@(x) 
ex) = e(æ) + ief(z), ouf) = ox) + io (x). 
La fonction vectorielle u(u,, u,:, u.) est dite amplitude des oscilla- 
lions périodiques. 
Les équations (1.11) s’écrivent maintenant 


D + P{a) + potw(z) =0 (j=1,2,3) (422) 


Notons que l’amplitude complexe et les contraintes complexes 
sont liées par la relation (3.30), la même qui existe entre les dépla- 
cements physiques et les contraintes : 


: ou: ou; | 
y = Mydivu+u Es + = (3.30) 


Ecrivons également les équations pour l’amplitude qui sont 
au fait une généralisation formelle des équations de Lamé (4.4') : 


u Au + (A+ u) grad div u + pau = 0. (4.23) 


Tout ce qui vient d’être dit est vrai évidemment pour s. conditions 
aux limites. 

Les déplacements et contraintes complexes seront par la suite 
appelés tout simplement déplacements et contraintes. 

Considérons maintenant le problème suivant. Soient dans un 
domaine D* délimité par une surface $S de classe T',(x) des dépla- 
cements we C{D*)n C=(D*) et ve C{D*), la fonction vectorielle 
A%u étant par ailleurs absolument intégrable. Par substitution 
immédiate (à l’aide de l'identité (3.24)) on peut s’assurer qu’ à 
lieu l’égalite 


3 9 
o Atu + E(o,u)= D = luosu(u)], (4.24) 
j=i >] 
où 
: 5 3 ou ou 
E = À 4 | Pr. 2 € 1 1 | 
(v, u) div odiv u + > Gz, Es _) 
et 


Ô du, 
culu) = à div u + 1| + eu). 


238 ÉLÉMENTS DE THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ (CH. un 


Intégrons l’égalité (4.24) sur le domaine D*. L'intégrale de 
gauche existe en vertu des restrictions imposées aux déplacements 
u et v. Par conséquent, l’intégrale de droite existe aussi. Transfor- 
mons ensuite l'intégrale de droite à l’aide de la formule de Gauss- 
Ostrogradski. Nous obtenons 


\coatu + E(v, u)]dQ — 15 [E eutu)s,]} dS — 
) jm] Lil 


D+ 


3 
— \£ » VO (U) AS — \rTuas, (4.25) 
+ S 
où v, est le cosinus directeur de la normale v à la surface. 
Nous aboutissons en définitive à l’identité 
\ [vAŸu + E(v,u)]dQ — | oT,u dS, (4.26) 
L+ S 


dite première formule de Betti. Du fait de l’analogie avec les fonc- 
tions harmoniques, cette formule et celles qui suivent sont égale- 
ment appelées formules de Green. 

Changeant maintenant de place dans la formule (4.26) les 
déplacements w et © et en retranchant l'équation obtenue de 
(4.26) nous aboutissons à la formule 


\ (eau — uA*v)dQ — \ [oT,u — uT,v] dS, (4.26") 
D+ S 


dite seconde formule de Betti. 
Signalons ici que la forme quadratique E(®, u) peut être repré- 
sentée comme suit : 


2: ‘ ; 
E(t, u) = _— div div u + 


_On4 Fe du: ou, 
2 3 2 FEES UE P GET 
L CLP on du! Ou, = 
++ EX pepe on 0 
6, T} GER T; T{ 


Il est évident alors que pour w# — © la forme quadr coq se confond 
avec l'expression de l'énergie de déformation W (cf. (3.29)). 
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Supposons ensuite que # = v et qu’ils vérifient les équations 
de Lamé. La formule (4.26) nous donne alors la formule 


\ Wu) 4dQ— | uT,u dS, (4.26) 
D+ S 


dite troisième formule de Belti. 

Les formules établies restent valables dans le cas où le domaine 
est délimité par plusieurs surfaces et même lorsqu'il contient 
le point à l'infini. Dans ce dernier cas, il est vrai, le comportement 
des déplacements et des contraintes doit être soumis à une res- 
triction à l'infini 

1 1 
mt =0(—), uso) (4.28) 
En outre, on tiendra compte de l’inversion du signe de la nor- 


male. Pour le domaine D-, par exemple, la formule (4.26) prend 
la forme 


\ Wu) dQ = — \urx as. (4.29) 


D- S 
$ 5. Thermoëélasticité et électromagnétoélastieité 


Dans nos développements précédents la température du milieu 
élastique à été supposée constante, la même en tous les points 
du corps, et les évolutions du milieu, isothermes. Or, un chauffage 
du corps peut précéder l’application des efforts extérieurs, chauffage 
en principe inégal en ses différents points. D’autre part, la défor- 
mation elle-même peut engendrer une variation de température 
et, mversement, un effet thermique peut causer des déformations 
complémentaires. L’étude des déformations des corps solides en 
présence de champs thermiques constitue l’objet de la thermo- 
élasticité [77]. 

Cette théorie est bâtie autour de la loi de Duhamel-Neumann, 
qui se formule de la manière suivante. Soit un volume élémen- 
taire dénué de contraintes et déformations à une température T,. 
Une variation de température de T,à T(T —T — T,) engendre 
l'apparition d’un champ linéaire de déplacements, qui conduit à 
des déformations homogènes du type 


E = QT, Eej—al, e = aT, Viry = Ye = Yys = 0, (5.1) 
les composantes du tenseur des contraintes étant nulles. La 


constante «x dite coefficient de dilatalion linéaire est supposée 
connue de l’expérience pour chaque matériau. 
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Donc, si l’on veut tenir compte des effets thermiques, il est 
nécessaire de modifier les relations déformations — contraintes. 
(5.1) donne 


1 ré 
Ez — TE Coz — v(cy + ce)] + aT, ah — re ? 
1 es 2 
Ph — 7 Lor — (oz + Gs)] + ar, = , (3.2) 


1 2e 
Es —= TE LS: — Vo: + Gy)] + 27); Vues —= +=. 


Les relations (5.2) sont appelées loi de Duhamel-Neumann. 
Exprimant les contraintes à l’aide des déformations nous obtenons 


Cz — 2ue, + 2.0 — YT, Try —_ DU 25 
Cy 7 2ue, ne 26 Œi T7; Tzs — 2e, (5.3) 


O3 = 2ue, + À0 — NT, Tyz — 2 Yyes 


B—e tete, (r= er +auee re). 


La loi de Duhamel-Neumann permet de généraliser l’équation 
de Lamé à la thermoélasticité. En effet, portant les relations (5.2) 
dans (4.4) nous obtenons 


u Au + (9 + u) grad div u — ygradT + P=0. (5.4) 


La prise en considération de l’influence de la température se 
traduit par l’apparition dans les équations de Lamé de termes 
analogues aux forces massiques. Imaginons à la place du corps 
élastique, siège des contraintes thermoélastiques, un corps auquel 
on fait subir les mêmes déplacements, mais en l’absence de champ 
de température. Les équations (5.4) traduisent justement l’état 
de ce corps auxiliaire à condition d'admettre qu’il est sollicité 
par des forces massiques fictives égales à y grad T. 

En général, la température dépend non seulement des coor- 
données des points matériels mais aussi du temps ft et doit vérifier 
l'équation de conductibilité thermique 


) 
FN HN EPA à 


= 
. nr div u — : Q, (5.5) 
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où x — k/à, k est le cocfficient de conductibilité thermique, à 
la capacité calorifique d’une unité de volume ; Q = g/5, q est la 
quantité de chaleur produite dans une unité de volume ; n = YT,/k. 

L’équation (5.5) se simplifie en présence des oscillations pério- 
diques (non seulement de la force ou des paramètres géométriques 
mais aussi de la température) : 


2 


ATLÉ T Lion divu +2Q = 0. (5.5') 
£ 
Dans le cas statique nous avons 
1 
AT +—Q = 0. (5.5) 


C’est le cas le plus simple de recherche de la solution générale, 
car le problème se décompose en deux : on détermine d’abord la 
température et ensuite, compte tenu de la distribution trouvée 
des températures, on résout l'équation (5.4) contenant des forces 
massiques fictives (dite problème non lié de la thermoëélasticité). 

Les recherches effectuées sur l’interaction des champs élasti- 
ques et thermiques ont donné naissance à une étude approfondie 
d’autres processus physiques associés et, en premier lieu, de 
l’électroélasticité et de la muagnétoélasticité. L'intérêt qu’on 
manifeste envers les processus électroélastiques dans les milieux 
continus est lié à une large application, dans différents domaines 
de la technique, de dispositifs dont le fonctionnement est basé 
sur l’utilisation de leffet piézo-électrique. Découvert par Pierre 
Curie, l'effet piézo-electrique consiste en l’apparition de charges 
électriques à la surface de certains cristaux anisotropes au cours de 
leur déformation. L'effet piézo-électrique inverse consiste en l’appa- 
rition de contraintes internes sous l'effet d’un champ électrique. 
Ce phénoméene est étroitement lié à la symétrie du cristal. Il 
ne se manifeste que dans les cristaux qui ne possèdent pas de 
centre de symétrie. L'effet piézo-électrique s’observe dans 20 des 
32 classes de symétrie cristallographique. Les piézo-électriques 
les plus connus sont les cristaux de quartz. de tourmaline et de 
sel de Seignette. Au début des années 50 on à obtenu des maté- 
riaux piézo-céramiques, qui sont sous certains rapports meilleurs 
que les cristaux naturels. 

Pour décrire les phénomènes physiques dans les structures 
piézo-électriques on à besoin des équations d’état, i.e. des équa- 
tions liant les contraintes, les déformations et le champ électrique. 
Supposant les évolutions du milieu adiabatiques et le corps ani- 
sotrope, on peut obtenir les équations d’état, compte tenu de l'effet 
piézo-électrique, en se fondant sur des considérations thermo- 
dynamiques. On peut utiliser par exemple le potentiel thermody- 


16 
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namique À, (enthalpie électrique), dépendant des déformations 
€, et le champ électrique £.,. Les composantes des contraintes 
5: du vecteur induction électrique D, se déterminent des relations 

0H, ph _ 2H, 


TE Rom ER PSE 
“ OC: | JE; 


(5.6) 


Utilisant l'égalité [78] 
dH,=— Gisde;s = DdE, (5.7) 


et développant les fonctions o;,( eur Em) Dal Ex En) EN Séries dans 
le domaine de déformation nulle et de champ nul, on peut obtenir 
des équations d’état linéaires pour un cristal piézo-électrique sous 
la forme 

is — NET = Emi Em D, = CE + ei; Ey- (2.8) 


cËu est le tenseur des modules d’élasticité, mesurés sous une 
intensité constante du champ électrique, e,.:, le tenseur des cons- 
tantes piézo-électriques, ef, le tenseur des constantes diélectriques 
mesurées pour des déformations constantes. 

Rappelons que l’effet piézo-électrique ne se manifeste que 
dans les milieux qui ne possèdent pas de centre de symétrie. De 
<e fait, les matériaux piézo-électriques sont essentiellement ani- 
sotropes. L’ensemble des constantes figurant dans l'équation 
d'état (5.8) pour un milieu à symétrie la moins prononcée (système 
triclinique de classe 1) est constitué de 21 modules d’élasticité, 
18 constantes piézo-électriques et six constantes diélectriques. 
La prise en considération de la symétrie du cristal conduit à la 
diminution du nombre de constantes dans les relations (5.8). Une 
analyse détaillée des propriétés du cristal piézo-électrique en fonc- 
tion de sa symétrie est présentée dans [78]. 

Les relations (5.8) peuvent être écrites dans les notations 
matricielles. Nous utilisons un indice à la place des deux pour les 
composantes du tenseur des contraintes et des déformations, 
soit 

C1 — Os Oo — Goo Ogg — Ogg Ca — Cogs 


G- — C3 CG — Go» 


J 


…. = = 
Em tr És— an Es tag ei “sy 


—9 — 9 
Es — “Egs €Eg — <Eje 


et les couples d’indices pour lesquels sont symétriques les compo- 
santes Chr mis SeTOnt remplacés d’après le schéma 1-> 11, 2 > 22, 
3 — 33, 4 —> 23, 5 —> 13, 6 —> 12. Ceci donne 


Cr — Cêa€a — <cE; D; — Cix Ex . cE;. (5.9) 
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La sommation est supposée étendue à tous les indices qui se répè- 
tent et 


Em = Emi» Cas = Cr 
(43, k,l,m—=1,2,3; «a, B$ —1,2, ...,6). 


Les équations d’état d’une céramique piézo-électrique pola- 
risée peuvent être obtenues des équations non linéaires d’électro- 
striction [63] en cas de linéarisation de ces dernières sous l’hypo- 
thèse que l'intensité du champ électrique extérieur est très inférieure 
à celle du champ de polarisation préliminaire. Pour une céramique 
piézo-électrique polarisée dans la direction de l’axe x, les équations 
d'état écrites avec des notations matricielles sont de la forme *)} 
(symétrie con) 


E 
— Che + Ce + CHEs — 3 E3; 
Go — Che + Ch Ee + Ch Es = en Es 
3 = At + €2) + Chez — €33E 2 


D: 
Ga = CU Es — 150 


Q 


(5.10) 


OC; = Ces — es Es 
1 
Ge — (ci — Che) €e 


Di = ets + enE, 
Dr = esta + En» (5.11) 
D; = e33€s + jf er + €2) + EssEs. 


Pour la formulation des équations de mouvement d’un milieu 
piézo-électrique nous négligerons les forces massiques provenant: 
de l’interaction des courants induits et de la polarisation du 
matériau avec les champs électriques et magnétiques. Ces équations 
revêtent une forme usuelle en élasticité : 


3 = Ph (1 —=1,2,5). (5.12) 
Aux équations (5.12) il convient d’adjoindre les équations de 


Maxwell donnant le champ électromagnétique dans un milieu 
piézo-électrique. En l’absence de courant de conduction et de char- 


+) Dans [112] sont présentées les équations d'état d’une céramique piézo-électri- 
que polariséc. dans des repères cartésien, cylindrique ct sphérique pour des cas de 


polarisation typiques. 
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ges libres, ces équations s’écrivent 


CuyEs. x + Bi =0, ei, — D; = 0, (5.13) 

D, ; = 0, B,,; = 0. (5.14) 

€2 eSt un tenseur antisymétrique (Eos = Eogy = Eye = Ll, Ego = 
= €go = Ens — —1l, les autres composantes étant nulles), B; — 


— 44H, sont les composantes du vecteur induction magnétique, 
u, la perméabilité magnétique, H, les composantes du vecteur 
intensité du champ magnétique. 

Dans la plupart des problèmes portant, par exemple, sur le 
fonctionnement des convertisseurs piézo-électriques ou la propa- 
gation des ondes électro-acoustiques il est légitime d’utiliser une 
approximation quasi-statique pour le champ électrique, i.e. les 
équations de l’électrostatique 


CT JE E —= 0, D, {t — . (5.15) 


La première équation (5.15) est vérifiée identiquement si l’on 
introduit un potentiel électrique © 


E; = —0,:; (5.16) 


la substitution de (5.8) dans les équations (5.12) et (5.15) conduit 
à un système complet d'équations de l’électro-élasticité linéaire 
pour un milieu piézo-électrique si en qualité de variables indé- 
pendantes on prend le vecteur des déplacements élastiques 4, 
et le potentiel électrique  : 


Céntue. 19 F Emt3P,ms = Ply  Erulr rs — Efs®. ss = 0. (5.17) 


En particulier, pour une céramique piézo-électrique polarisée 
dans la direction de l’axe x, les équations (5.17) sont 


Chili, + (Cie + Cés)Ue,12 + (Ci + Chu is + 
+ Cest, oo + Cti,ss + (Es + 15) D.13 = Pr 
Céclte,nn + (Cée + CAP 19 + Che, 92 + | 
+ (Cia + Ch) Ug, 23 + Chille, 33 + (es + C15)?, 23 
Clan + (CE + CE on + Chtla no + (Ch + Che 09 
+ Cls,ss + Es Pen + €1s 2 + €33 9,33 — pit, 
lisse + (is À Es) 1,13 + isUs,2e + (is + Es, 32 + 


8 : € 8 re 
+ €ssls,33 — En1P,11 — END, 22 — EssP,33 — 0. 


(5.18) 


Abordons maintenant les problèmes de la magnéto-élasticité 
Celle-ci étudie l'interaction du champ magnétique avec.les corps 
électrocon ducteurs élastiquement déformables. Nous citerons seuls 
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quelques-uns de ces problèmes : déformation à magnétostriction 
des corps cristallins ; piézo-magnétisme ; magnéto-élasticité des 
corps susceptibles d’une polarisation magnétique ; problèmes de 
chauffage des corps par induction ; problèmes de destruction des 
corps par des champs électromagnétiques impulsifs, et autres. De 
tels problèmes se posent, en particulier, dans la construction de 
bobines solénoïdales d’impulsions, d’accélérateurs magnétohydro- 
dynamiques, de différents types de générateurs magnéto-cumula- 
tifs, dans la commande du mouvement du plasma et dans beaucoup 
d’autres cas d’application. Des problèmes plus complexes concer- 
nent l'interaction des matériaux jouissant de la propriété de polu- 
risabilité magnétique (ferromagnétiques, antiferromagnétiques, 
etc.) avec le champ électromagnétique. La principale difficulté 
est liée, avant tout, à l’absence de lois fondamentales simples 
liant l’induction et l’intensité du champ magnétique en présence 
de polarisabilité magnétique. 

On étudie l’état des corps électroconducteurs dans les champs 
£lcctromagnétiques dans l’hypothèse que le champ magnétique est 
créé aussi bien par le courant électrique dans le corps lui-même 
que par une source extérieure (champ magnétique extérieur). On 
suppose par ailleurs que le corps est doué d'une conductibilité 
électrique finie 6, mais ne jouit pas de polarisation ni d’aimanta- 
tion spontanées. 

Le système d’équations de magnéto-élasticité est formé à 
partir des équations de Maxwell et de la loi de Hooke. Soit un 
Corps électroconducteur de conductibilité « soumis à l’action d’une 
charge mécanique et placé dans un champ magnétique alternatif. 
Ecrivons les équations de Maxwell pour un champ électromagné- 
tique : 


rot H = j + 7, div B = 0, (5.19) 
rot E = — Æ., div D = b,, (5.20) 
D=:E, B=u. (5.21) 


H est le vecteur intensité du champ magnétique, E le vecteur 
intensité du champ électrique, 7 le vecteur densité du courant, ep, 
la densité des charges électriques, D, B les vecteurs induction 
électrique'et induction magnétique. Il faut adjoindre à ces équa- 
tions la loi de Hooke. Les équations de mouvement (1.11) en pré- 
sence de champs électromagnétiques prennent la forme 


dus :__ dci,  P\ = 
Fr — ox, + (3 X Bj: + PE, + P+. (5.22) 
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Le deuxième terme du second membre de l’équation (5.22) tra- 
duit la force pondéromotrice, alors que le troisième terme repré- 
sente la force due à l’existence de charges de densité p, dans le 
champ électrique E. 

Enfin, le courant dans un conducteur en mouvement se déter- 
mine par la loi d'Ohm généralisée 


20 AL s 9: 
JET Rp (5.23) 


Ainsi les équations (5.22) et (5.23) décrivent l'interaction des 
champs élastique et électromagnétique. Notons que les équations 
différentielles (5.19), (5.20) et les équations de l’élasticité sont 
linéaires ; la non-linéarité du problème est due à la présence de 
termes complémentaires dans les équations (5.22) et (5.23). Ces 
équations peuvent être linéarisées si le champ magnétique induit 
h est supposé faible devant le champ initial H,. On 2 


H — H, un R, (5.24) 


et à < H,, ce qui permet de négliger le carré et les degrés plus 
élevés de R ainsi que les produits de À par u. 

Notons que das la plupart des problèmes de magnéto-élasticité 
on peut négliger le courant de déplacement. 

Lorsque dans les problèmes de magnéto-élasticité intervient 
le chauffage du corps, on devra considérer conjointement les 
champs élastique, électromagnétique et thermique. Dans ce cas 
comme avant, le champ électromagnétique se détermine par les 
équations de Maxwell et la loi d’Ohm généralisée, le champ 
élastique, par la loi de Duhamel-Neumann, et le champ ther- 
mique, par l’équation généralisée de conductibilité thermique. Les 
équations (5.19) à (5.21) et (5.22) restent inchangées et la loi 
d'Ohm généralisée s’écrit (4, étant une constante) 


L’équation de conductibilité thermique qui est une généralisation 
de (5.5) s’écrit 
1 OT à 


D — 
zx O!l 1% 


divu + _ Q=Æaäiv. (5.26) 
Les équations (5.19) à (5.21) et (5.22), (5.25), (5.26) forment un 
système fermé et sont les équations fondamentales de la magné- 
tothermoélasticité. 


CHAPITRE III 


POSITION DES PROBLÈMES FONDAMENTAUX 
DE L’ÉLASTICITÉ 


$ 1. Position des problèmes spatiaux. 
Existence et unieite de solutions, position eorrecte 


Au chapitre précédent on a obtenu les équations différentielles 
décrivant le comportement des milieux élastiques en déformation 
et on à trouvé les expressions des valeurs aux limites du vecteur 
des contraintes à l’aide des composantes du tenseur des contrain- 
tes ou des déplacements. Pour pouvoir résoudre des problèmes 
physiques concrets il nous faut maintenant passer à une position 
mathématique correcte des problèmes aux limites et initiaux de 
l’élasticité. 

Remarquons qu’on peut aborder ces problèmes (comme d’ail- 
leurs des problèmes pour des milieux à rhéologie arbitraire) par 
deux approches différentes. Dans le premier cas on considère les 
équations de Lamé (4.4), ch. IX, et leur généralisation au cas 
dynamique et aux oscillations périodiques. On est amené alors à 
un système d'équations différentielles pour trois composantes du 
vecteur des déplacements, où sont connues les conditions aux 
limites imposées aux déplacements mêmes ou à certaines combinai- 
sons de leurs dérivées (on dit alors que le problème se résout en 
déplacements). Dans l’autre cas on part des équations de mou- 
vement (1.11), chap. IX, et aussi des équations de compatibilité 
des déformations en contraintes (4.11) à (4.13) et (4.16) à (1.18), 
ch. IE, ou des équations analogues si les repères utilisés ne sont 
pas cCartésiens. Dans ce cas sont à déterminer six composantes 
du tenseur des contraintes des neuf équations différentielles (on 
dit que le problème se résout en contraintes). Des difficultés 
complémentaires surgissent quand à la frontière sont donnés les 
déplacements, leur calcul à partir des contraintes étant très 
volumineux. 

Introduisons la notion de solution réguliere. La position clas- 
sique du problème aux conditions initiales et aux limites pour les 
équations différentielles veut que la solution admette à l’intérieur 
du domaine jusqu’à la frontière des dérivées d’un certain ordre. 
Pour les équations de l’élasticité cette exigence (définissant une 
solution dite régulière) signifie que les déplacements doivent 
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admettre dans le domaine considéré des dérivées secondes conti- 
nues, alors que les fonctions elles-mêmes et leurs dérivées premières 
doivent être continues dans le domaine y compris sur l1 frontivre. 
Dans le cas de problèmes dynamiques il faut en outre que les 
dérivées secondes par rapport au temps soient également continues. 
Les restrictions qu’il convient d’imposer aux contraintes sont 
faciles à établir si l’on tient compte du fait que celles-ci se déter- 
minent en tant que dérivées des déplacements. 

Malheureusement, pour la position générale des problèmes 
spatiaux aux conditions aux limites et initiales on manque à 
l’heure actuelle de résultats exhaustifs au sujet des conditions 
nécessaires et suffisantes assurant l'existence et l’unicité de la 
solution en fonction de la classe des conditions aux limites admissi- 
bles et des restrictions imposées à la surface frontière. Il existe 
toutefois d’autres positions (non classiques, distributionnelles) des 
problèmes de l’élasticité dépendant de l’appareil mathématique 
qu’on utilise pour leur résolution *). 

Par exemple, pour la résolution des problèmes de l’élasticité 
par des méthodes variationrelles on passe au problème de la déter- 
mination, dans une certaine classe de fonctions, du minimum de la 
fonctionnelle correspondante. Il est démontré que la solution de ce 
problème existe toujours et que le champ des déplacements qui 
lui correspond vérifie des équations différentielles, mais les condi- 
tions aux limites sont alors remplies au sens des distributions. 
Une situation analogue apparaît lorsqu’on résout les problèmes de 
l’élasticité par la méthode des potentiels. On démontre que pour 
certaines restrictions imposées à la configuration de la surface et 
aux conditions aux limites, la solution du problème aux limites 
obtenue à l’aide d'équations intégrales appropriées peut ne pas 
vérifier les conditions exigées par une position classique. Ce 
n’est que pour des restrictions beaucoup plus rigoureuses (dans 
lesquelles au fond il n’y à pas de nécessité) que la solution s'avère 
régulière. 

Deux remarques d’ordre général sont encore à faire. Une pre- 
mière remarque est que, par le sens physique des problèmes, 
quand, par exemple, sur la frontière sont données les contraintes, il 
conviendrait en toute rigueur de rapporter les conditions aux 
limites à la surface déformée. Mais ceci complique grandement 
les calculs sans apporter une amélioration appréciable sur les 
résultats, car l’hypothèse fondamentale adoptée dans cette théorie 
est celle des petites déformations. Aussi donnerons-nous toujours 
les conditions aux limites sur la configuration de référence. Toute- 
fois on à beaucoup étudié ces derniers temps une classe spé- 


*) Il ne s’agit bien cntendu que des méthodes universelles. 
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ciale de problèmes (toujours dans le cadre de l’hypothèse des petites 
déformations) dans lesquels on tient compte des variations du 
domaine occupé par le corps élastique (corps présentant une cou- 
pure s’agrandissant au cours de la déformation). 

Une deuxième remarque concerne la manière dont on décrit 
les problèmes aux limites, quand sur la surface sont données les 
contraintes. Le vecteur des contraintes peut être défini par ses 
projections de différentes façons : on peut le projeter sur des axes 
de coordonnées fixes, sur la normale et le plan tangent à la surface 
frontière, etc. Il convient de tenir compte d’une part de la simpli- 
cité de la description du problème aux limites et d'autre part de 
la commodité avec laquelle il se résout, ce qui naturellement 
dépend des méthodes qu’on se propose d'utiliser. 

Les problèmes de l’élasticité seront posés pour des domaines 
délimités, en général, par plusieurs surfaces So Si + + «> Sm3 
Sas ++. Sn SONt disposées l’une en dehors de l’autre et la surface 
S, (qui peut faire défaut) englobe toutes les autres. Dans le cas où 
le corps est délimité par une seule surface, la notation symbolique 
du problème (I ou II) comportera en outre l’indice « +» pour 
le problème intérieur ou l’indice « — » pour le problème extérieur. 
D'après les notations introduites, au problème intérieur corres- 
pond le cas de la surface S,, au problème extérieur, celui de #; 
(en absence de $,). Si, par contre, le domaine est délimité par 
plusieurs surfaces, l’indice fera défaut car le problème se pose 
alors sans ambisuité. Notons que si le domaine contient le point 
à l'infini, la position du problème doit inclure une information sur 
le comportement de la solution à l'infini *). Remarquons qu’en 
général, la solution peut être construite pour différentes conditions 
à l'infini. Toutefois, si l’on veut éviter d’en tenir compte dans les 
théorèmes d’unicité, on les suppose telles que l’unicité de la solution 
(en déplacements) soit assurée (ces conditions sont parfois nécessai- 
res du point de vue de l’appareil mathématique utilisé pour la 
résolution : tel est par exemple le cas pour les intégrales du type 
Cauchy). Il est clair que dans le cas où ces conditions ne sont 

2s respectées, il faut par superposition de quelques solutions 
particulières passer au problème avec les propriétés demandées. 

Dans ce paragraphe les fonctions données ne seront soumises à 
aucune restriction de nature mathématique lors de la formulation 
des conditions aux limites et initiales. Le fait est que le degré de 
régularité nécessaire pour la résolubilité des problèmes corres- 
pondants dépend principalement des méthodes mathématiques 
utilisées pour leur résolution. Les méthodes de la théorie du poten- 


. *) Si l'on recherche la solution en supposant l’énergie de déformation finie, alors 
le comportement de la solution à l'infini est entièrement défini et aucune hypothèse 
a priori n'est alors indispensable. 
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tiel nécessitent, par exemple, que les valeurs aux limites des 
déplacements ou des contraintes soient de classe H.-L. 

Notons également que dans le cas des problèmes pour des do- 
maines délimités par des surfaces régulières par morceaux, ainsi 
que des problèmes où les conditions peuvent changer par saut, la 
solution formelle peut ne pas être unique. Il est nécessaire alors 
dans la position du problème de limiter l’énergie de déformation 
élastique (dans le but d'assurer l’unicité de la solution). Plus en 
détail cette question sera considérée dans la suite. 

Donnons maintenant la formulation des problèmes dynamiques 
fondamentaux. Le premier problème dynamique fondamentat 
(problème I) consiste à déterminer, dans un domaine donné D 
et un intervalle de temps 0 < { < T, les déplacements uw(p, t) et 
les contraintes o,4(p,t) vérifiant les équations de mouvement 
(1.11) ou (4.4’) du chapitre II (conjointement avec les équations de 
compatibilité des déformations en contraintes (4.11) à (4.13) et 
(4.16) à (4.18) du chapitre IT), ainsi que les conditions aux fron- 
tières (aux limites) *) 


limu(p,t) =F(q1t) (geS,pe D) (1.1) 
me | 


et les conditions initiales 
U(P; tjs = FD); 


Œ à 2| =F{p) (peD, 0 <t<T), 


{= 


le comportement de la solution pour T —> co se définissant par 
la condition asymptotique 
[u(p, t)| < Ge. 


Le deuxième problème fondamental (problème IT) se formule 
de façon analogue et les mêmes équations sont à résoudre, mais 
avec la condition aux frontières 


lim T,4(p; t) = F:(g; t), (1.5) 
?—4 


les normales aux points p étant choisies de telle sorte qu’à la 
limite v(p) — v(q), où v(q) est la normale à la surface S. 

Les fonctions F, (4 = 1 à 4) figurant dans les seconds membres 
doivent être connues (ceci est, en somme, l’essentiel dans la posi- 
tion du problème). Il est nécessaire d’autre part qu'elles soient 
compatibles dans un certain sens (F,(q, 0) = F.(q) par exemple). 


*) On donne parfois sur la surface frontière non pas les déplacements, maïs leurs 
dérivées (les vitesses). 
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Abordons l'étude détaillée de la position des problèmes sta- 
tiques de l’élasticité. Dans ce cas les équations d’équilibre et les 
équations de compatibilité des déformations en contraintes ou 
les équations de Lamé doivent être vérifiées. Si les équations 
d’equilibre renferment les forces massiques (ce qui conduit 
à l'apparition de termes libres dans les équations), il devient 
possible, après avoir déterminé de telle ou telle façon une 
solution particulière de l’équation non homogène, de passer à 
l’équation homogène, avec, naturellement, des conditions aux 
limites modifiées. Aussi les développements ultérieurs seront-ils 
faits dans l’hypothèse de l’absence des forces massiques. Une 
autre approche est également possible, consistant à ramener les 
équations générales à des équations non homogènes, mais avec 
des conditions aux limites homogènes. Une telle approche s’avère 
préférable lors de l’utilisation des méthodes variationnelles par 
exemple. 

Ecrivons les conditions aux limites du premier problème sta- 
tique fondamental sous la forme 


pas u(D) = F(g) (geS,pe D). (1.4) 


Des restrictions complémentaires *) sont à imposer si le do- 
maine contient le point à l'infini, à savoir 
[u(p)| < c/R. (1-5) 
Das le cas du deuxième problème fondamental les conditions 
aux limites sont 


Em Tr UD) = F:(Q). (1.6) 
pr9 


De même que pour le premier probleme fondamental, si le 
domaine contient le point à l'infini, il faut imposer la condition 
(1.5). Mais à la différence de celui-ci, si le domaine est fini, les 
conditions aux limites sont soumises à Certaines restrictions, 
plus précisément à l'exigence de l'équilibre des charges appli- 
quées : 

\ F.(q) dS = 0, \ Fox ras = (0. (1.7) 
S 

En présence de plusieurs surfaces frontières il est naturel de 
demander que soient en équilibre toutes les charges sollicitant le 
système. 


D’autres combinaisons des conditions aux limites des proble- 
mes statiques (et dynamiques) de l’élasticité sont possibles. On 


*) Des restrictions analogues sont introduites pour l’étude des problèmes har- 
moniques (cf. $ 6, chap. I). 
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peut. par exemple, donner certaines composantes des déplace- 
ments et des Contraintes ou des relations les faisant intervenir. 
D'après la terminologie adoptée dans [50], si l’on donne là 
composante normale des déplacements et les composantes tangen- 
tielles des contraintes, le problème est dit {roisième problème fon- 
damental. Le quatrième problème est celui où l’on donne la com- 
posante normale des contraintes et les composantes tangentielles 
des déplacements. Dans le cas du cinquième problème on donne 
certaines relations (à l’aide d’une matrice dont les éléments peuvent: 
changer de point en point) entre les composantes du vecteur des 
contraintes et les déplacements. 

Hi est intéressant de noter que dans nombre de travaux ont 
été étudiés des problèmes aux limites dénués de sens physique 
(on se donnait la valeur d’un opérateur dit N-opérateur des dépla- 
cements). De tels problèmes formels ont permis d’étudier des 
équations intégrales, conjuguées de certaines équations intégrales 
correspondant au premier problème fondamental. 

Examinons les propriétés géométriques des surfaces frontières. 
Les résultats les plus complets sur la résolubilité des problèmes 
aux limites sont obtenus dans le cas de surfaces régulières. Cepen- 
dant leur position est possible quand la surface frontière se décom- 
pose en un nombre fini de surfaces régulières (à bords communs : 
arêtes). Les conditions aux limites sont alors données aux points 
intérieurs de chacune des surfaces. 

Notons une classe de problèmes dégénérés concernant un 
corps élastique qui comporte des coupures représentant d’elles- 
mêmes des surfaces à bord ou bien entièrement immergées da28 
Je corps. ou bien émergeant par parties à la frontière. Les valeurs 
des déplacements ou des contraintes se donnent indépendamment 
sur les bords de la coupure. Deux cas sont à distinguer. Dans le 
premier cas les coupures s'ouvrent complètement au cours de la 
déformation et la position du problème ne nécessite aucune correc- 
tion. Dans le second les coupures ne s'ouvrent que partiellement, 
de sorte que la surface réelle fissurée devient inconnue. Il 
est clair que dans ce cas ïl est nécessaire d'introduire des 
conditions d'interaction des surfaces en contact. 

Un problème équivalent se pose lorsqu'on considère une surface 
régulière divisée par des contours réguliers (ces contours peuvent 
aussi être des arêtes) en domaines isolés, dotés chacun d’une con- 
dition aux limites particulière. Les problèmes de ce genre sont 
dits problèmes mixtes *). Remarquons que dans ce cas les condi- 
tions aux limites en déplacements sont le plus souvent posées à 


*) Il convient de les distinguer des problèmes où le corps est délimité par plu- 
sieurs surfaces sur chacune desquelles sont données des conditions de type différent. 
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un déplacement rigide près, de sorte qu'il est nécessaire de se 
donner les caractéristiques globales de force correspondantes. 

Les solutions formelles des problèmes cités plus haut pour des 
surfaces régulières par morceaux et des problèmes mixtes peuvent: 
s’avérer non uniques, aussi doit-on ajouter une condition limitant 
l'énergie de déformation et assurant par là même l’unicité de la 
solution (on en reparlera en détail dans les parties correspondan- 
tes de l’ouvrage). 

Considérons maintenant une variante de problèmes mixtes (de 
contact). Jusque-là on à supposé connues d’avance les zones de 
la surface où sont définies les différentes conditions aux limites. 
Cependant un cas plus général est également possible. Le problème 
de contact se pose en général (du point de vue physique) comme 
le problème de l'action d’un corps rigide sur un corps élastique. 
Un premier contact se produit généralement en un point et au 
fur et à mesure du rapprochement des corps se forme une sur- 
face de contact, d'ordinaire croissante. Une restriction de nature 
physique est naturellement introduite : les contraintes s’exerçant. 
le long du contour délimitant la surface de contact sont finies *). 

Supposons que la surface délimitant un corps rigide (ou un 
corps élastique) est régulière par morceaux. La surface de contact 
n’augmente alors de dimensions que dans les limites du domaine 
régulier jusqu'aux arêtes. Donc à partir d’une valeur suffisamment 
grande de l’effort de compression la surface de contact devient 
connue, ce qui conduit au problème mixte formulé plus haut. 
Il est clair que les contraintes qui s’exercent aux points de La 
surface de contact appartenant aux arêtes peuvent être illimitées. 

Remarquons que dans tous les cas, excepté celui d’adhérence 
complète, il importe de se rappeler que la pression de contact doit 
s'exercer Comme une compression. Dans le cas contraire il se 
formera une cavité entre les corps élastique et rigide, ce qui 
conduit à des modifications assez évidentes de la formulation du 
problème. 

Abordons maintenant, plus en détail, la position du problème 
de l’application progressive d’une étampe sur un corps élastique. 
Pour plus de simplicité nous admettrons l’étampe absolument 
lisse et les contraintes nulles en dehors de la surface de contact. 
La position la plus évidente des problèmes de ce genre est celle 
d’un corps rigide délimité par une surface convexe s’enfonçant 
dans un demi-espace élastique. Désignons par $, la zone de 
contact. Supposons que le corps se déplace progressivement et 
admettons que le premier contact s’est produit en un certain 
point que nous adopterons comme origine des coordonnées Ccar- 


*) Comme le montre une analyse d’un nombre de solutions, la condition des 
contraintes limitées s'avère équivalente à Ja condition de leur nullité. 
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tésiennes (disposant les axes x et y suivant la frontière du demi- 
espace). Soit z = f(x, y) l’équation de surface de l’étampe. Négli- 
geant les déplacements horizontaux des points frontières au cours 
de la déformation, nous sommes conduits aux conditions aux limi- 
tes suivantes : 


Us — J(z; Y) HO Tr = Ty = 0 (p € Si), (1.8) 
Tes = Tys —= Oz — 0 (D É Si) (1.9) 


où sont donnés soit la constante c, soit l’effort P, (ce qui permet 
en fin de compte de trouver la valeur inconnue de la constante c). 
On pose encore une condition, liée au fait que dans la zone exté- 
rieure à $, et notée S, le matériau élastique (déplacé par l’intro- 
duction de l’étampe) n’entre pas en contact avec l’étampe : 


U < J(&, y) + c. (1.10) 


Les problèmes de ce genre sont dits problèmes à restrictions, 
car ou bien est donnée sur toute la surface délimitant le demi- 
espace la composante normale des déplacements (conformément à 
(1.18)), ou bien la formulation du problème comporte une res- 
triction (l'inégalité (1.10)). D’autre part, sur le domaine S, on 
doit avoir la condition c. < 0. 

Remarquons que les conditions (1.8) et (1.9) peuvent être 
réunies en une seule égalité, à savoir 


c Lu, — f(x, y) — ce] = 0. (1.11) 


Dans le cas d’une surface frontière arbitraire, il est commode 
d’écrire l’équation de la surface de l’étampe de la manière suivante 


ÿ(q) = 0, (1.12) 


qui permet facilement exprimer la condition de non-pénétration 
du corps élastique dans l’étampe. Nous supposerons par ailleurs 
qu’à l’intérieur du corps rigide d(p) < 0 et qu’à l'extérieur de 
celui-ci %(p) —>0. La condition de non-pénétration qu'il est 
d’usage d'écrire sous la forme de l’inégalité 


ÿ[g + u(g)] > 0, (1.13) 
prend après linéarisation par rapport à uw la forme 
d(g) + grad v-u(g) > 0, (1.14) 


l'égalité ayant lieu sur la surface S,, l'inégalité sur la surface S.. 
Nos considérations peuvent évidemment être étendues au cas 
du contact des corps élastiques. 
Envisageons maintenant la position des problèmes de la théorie 
des oscillations périodiques. Ici l’amplitude complexe vérifie 
l'équation (4.23) du chapitre IL, les contraintes complexes l’équa- 
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tion (4.22) du même chapitre et les conditions de compatibilité 
des déformations en contraintes restent inchangées. La position 
des problèmes pour des domaines infinis nécessite l’introduction 
de conditions spéciales, analogues aux conditions (6.41) du chapitre 
TI, citées lors de l’étude de l’équation d’'Helmholtz. Il est commode 
d'écrire ces conditions moyennant la représentation de l’amplitude 
sous la forme d'une somme des composantes solénoïdale uw’ et 
potentielle w? : 


limuw—0, lim Ref — Hu?) 0, 
KR 00 0R 


R—00 
(1.15) 
: ; du’ : 
limu—0, lim R(SE — 1h w) = (0. 
R—co R— 00 OR 
Les composantes uw’ et uw? vérifient les équations 
(A + Æju = 0, divu =0 = a (1.16) 
LL 


A L L°\es? — : P — 2 — Ene , 1.17 
(A  Kiju 0, rotu 0 (e ) (1.17) 


Signalons que dans nombre de méthodes utilisées en théorie 
des oscillations ces équations sont traitées séparément. 

Attirons également l'attention sur un fait important, essentiel 
pour les problèmes aux domaines bornés. A certaines fréquences 
(appelées fréquences d’oscillations propres) les solutions des pro- 
blèmes s’avèrent non nulles pour des valeurs nulles des conditions 
aux limites. Donc, à la différence de la statique, outre les problèmes 
aux limites se pose dans ce cas le problème de la détermination 
des fréquences. 

Les problèmes de dynamique, de statique, de la théorie des 
oscillations se posent aussi facilement dans le cas où les données 
initiales sont un peu compliquées, par exemple, quand le corps 
est délimité par plusieurs surfaces et qu’on donne sur certaines 
surfaces les déplacements et sur les autres les contraintes, ou 
quand le corps est constitué de milieux différents avec leurs propres 
valeurs de constantes de Lamé. On cherche alors la solution pour 
chaque domaine, et pour une position complète du problème on 
attire les conditions aux surfaces de conjugaison. Ces conditions 
sont la continuité de la composante normale des déplacements et 
du vecteur des contraintes (par rapport à la normale à la sur- 
face). S'il faut concrétiser davantage les conditions aux limites on 
fait appel à des considérations de nature technologique. 

N'est pas dénuée de sens physique la position de problèmes 
où est donné le saut de la composante normale des déplacements 
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(ou le saut de toutes les composantes s’il y à adhérence). Ce cas 
se présente par exemple lorsque dans une cavité que comporte un 
milieu on introduit un corps d’autre matériau et de volume un 
peu plus grand : ajustement avec serrage. Les problèmes du serrage 
se posent également, bien sûr, pour un milieu homogène. 

Abordons la question de l’unicité des solutions. Commençons 
par les problèmes statiques. Nous supposerons l’opérateur de 
Lame des déplacements une fonction intégrable. Dans un domaine 
D délimité par une surface $, en général régulière par morceaux, 
ces déplacements vérifient la troisième égalité de Betti (4.26”’). 
ch. II. Soient u,(p) et w.(p) deux solutions régulières différentes 
vérifiant les mêmes conditions aux limites de l’un des problèmes 
de l’élasticité (premier, deuxième ou, dans le cas général, mixte). 
L'intégrale du second membre de (4.26) pour la différence des 
déplacements s’avérera alors nulle. Il découlera de la nullité 
de l’intégrale que l’expression sous l’intégrale du premier membre, 
qui est une forme définie positive, est identiquement nulle. Par 
conséquent, les contraintes s’annulent et les déplacements qui 
ont lieu conservent la rigidité du corps. Toutefois, dans le cas du 
premier problème et du problème mixte il faut exclure ces mouve- 
ments. car ils perturbent les conditions sur la partie de la frontière 
où sont donnés les déplacements. 

Ainsi nous obtenons que la solution du premier problème et 
du problème mixte pour le domaine D est unique. La solution du 
deuxième problème est unique pour les contraintes ; quant aux 
déplacements, ils sont déterminés à un déplacement du corps 
rigide près. Tout ceci est vrai pour un domaine délimité par plusieurs 
surfaces. 

Considérons maintenant les problèmes extérieurs. Nous sup- 
poserons par exemple que le domaine occupé par un milieu élas- 
tique est délimité de l’extérieur par une sphère de rayon suffisam- 
ment grand. Tout ce qui à été dit précédemment est vrai pour un 
tel domaine. Si l’on demande que soient vérifiées les conditions 

ee à 0, 

du (1.18) 

limR——0 (k—1,2,3; j = 1,2,3), 

R—00 ox i 
on montre que pour kR — co la valeur de l'intégrale sur la surface 
de la sphère tend vers zéro, d’où les affirmations précédentes. De 
plus, les déplacements s'avèrent déterminés de façon unique 
dans ce cas en vertu des estimations (1.18). 

Attirons l’attention sur le fait qu’une modification insignitiante 
semble-t-il des estimations ( 1.18) peut se répercuter sur l’unicité de 
la solution. Aïfaiblissons, par exemple, la première condition et 
renforçons la seconde, introduisant les estimations au voisinage du 
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point à l'infini 


u(pl<e, RES 


Dans ce cas la solution uw = (u,, 2 43) : 


A A D en D Per ]+ 
tp) = 63uf1 €) ER fe + À) 
3(2 + a) tire a° 
Li 2 — 21 BR (: F) 
(k —1,2,3; p — p(x;; To Ts)) (1.20) 


vérifie (1.19) à l’infini et s’annule sur la sphère de rayon a. 

Les théorèmes d’unicité pour les troisième et quatrième pro- 
blèmes relatifs à des surfaces de types particuliers pour lesquelles 
la solution s’avère non unique sont formulés dans [51]. 

Examinons la question de l’unicité de la solution pour des 
domaines délimités par des surfaces régulières par morceaux. 
Plus haut on a supposé l’opérateur de Lamé des déplacements une 
fonction intégrable ; c’est dans ce cas qu’on démontre le théorème 
d’unicité. Dans une approche mathématique formelle, la solution 
obtenue peut ne pas posséder cette propriété, ce qui conduit à 
la non-unicité de la solution. Dans ce cas l’unicité est assurée 
en postulant l'énergie des déformations finie. Précisons ce qui 
vient d’être dit par des considérations de nature physique. 

Etudions un cas limite, celui d’un corps élastique présentant 
une coupure dont les bords sont sollicités par des contraintes. 
Nous considérons un ensemble de surfaces régulières emboitées 
qui se contractent vers la coupure. Prolongeons par continuité 
sur les surfaces la condition aux limites donnée sur la coupure et 
proposons-nous de résoudre l’ensemble de problèmes aux limites 
(pour l'extérieur de chaque surface) obtenus. La solution aura 
dans chaque cas une énergie finie. Aussi considérerons-nous la 
solution du problème pour le corps présentant une coupure comme 
la limite de cet ensemble de solutions, admettant chacune une 
énergie finie. Si à la limite l’énergie s'avère finie, il est alors 
utile d'inclure cette condition dans la position du problème relatif 
à un corps présentant une coupure (en cas de sa résolution 
directe). 

Quelques exemples concrets montrent qau'effectivement la 
solution obtenue admettra à la limite une énergie finie (cf. $ +, 
ch. V, où la solution est obtenue pour une lame comportant une 
ouverture elliptique dégénérant à la limite en une coupure). 

Des raisonnements de ce genre s'avèrent vrais également dans 
le cas où l’angle solide diffère de 27. ainsi qu’en présence de som- 
mets et de point coniques. 


17 
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On a déjà indiqué en parlant des problèmes de la théorie des 
oscillations périodiques que pour certaines valeurs du paramètre 
apparaissent des déplacements, même en l’absence de forces mas- 
siques et de sollicitations extérieures. En d’autres termes, la solu- 
tion n’est pas unique pour des corps bornés. Il ne s’agit naturelle- 
ment pas de solutions triviales (déplacement du corps en tant que 
corps rigide). La solution s’avère unique pour les problèmes 
extérieurs pour une fréquence arbitraire et pour les problèmes 
intérieurs pour des fréquences différentes des fréquences propres. 

L'’unicité de la solution s’établit de façon extrêmement simple 
dans le cas des problèmes dynamiques. Montrons que la solution 
vérifiant les conditions initiales nulles et les conditions aux limites 
nulles (en déplacements ou en contraintes) est identiquement 
nulle. En vertu de la nullité des conditions initiales les déplacements 
sont des fonctions nulles et le corps est à l’instant initial non 
déformé et en état de repos. Donc l'énergie complète s’annule et 
restera toujours nulle en vertu de la loi de conservation de 
l'énergie. L'énergie cinétique et l’énergie de déformation ne peuvent 
prendre que des valeurs non négatives. La nullité de l’énergie 
complète entraîne celle de l'énergie cinétique et de l’énergie 
de déformation. Par suite, on aura du/ôt = 0. Et comme à 
l'instant initial, les déplacements sont nuls, nous sommes amenés 
à affirmer que les déplacements sont identiquement nuls. 

Notons qu’en présence d’arêtes les singularités rencontrées dans 
les problèmes dynamiques sont les mêmes qu’en statique, si ces 
arêtes ne se déplacent pas. Dans les problèmes à singularité mobile 
(lors de la destruction, par exemple) l’ordre des singularités baisse. 

On a considéré plus haut la position de différents problèmes 
aux conditions aux limites et initiales de l’élasticité, exprimé cer- 
taines considérations sur leur résolubilité et obtenu les théorèmes 
d’unicité. Reste à voir si ces problèmes sont bien posés. Le fait 
est que toute l’information introduite dans la position du problème, 
à savoir la forme de la surface frontière, les valeurs concrètes des 
conditions aux limites et initiales, provient en fin de compte de 
l’expérience. Aussi la construction de la solution n’a-t-elle de sens 
que dans le cas où une petite variation (dans un certain sens) sur 
des données initiales conduit à une variation également petite de 
la solution. 

Le plus simple est d'illustrer notre idée sur un résultat négatif 
tout à fait évident. Dans un corps on pratique une coupure de 
dimensions arbitrairement petites, émergeant à la surface. Au 
voisinage de son bord les contraintes deviennent illimitées. Aussi, 
pour éliminer ce défaut faut-il imposer certaines restrictions à la 
surface perturbée, autrement dit, ne considérer la solution que 
pour une certaine classe de surfaces. 
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Des résultats positifs sont obtenus au moyen de l'appareil de 
la théorie des potentiels. L'appareil des équations intégrales permet 
de donner une réponse relativement simple à la question de savoir 
si la solution est correcte en fonction des conditions aux limites, 
puisque la représentation de la solution des équations intégrales 
par la résolvante (fonction fixe, car la surface est supposée inva- 
riante) ramène le problème au problème de la variation de l’inté- 
grale en fonction de la variation de la fonction sous l'intégrale. Il 
n’y à aucune difficulté à montrer que dans ce cas la solution est 
correcte. Les potentiels déterminés à l’aide de la solution de l’équa- 
tion intégrale varieront de façon insignifiante également. 

Envisageons maintenant la position des problèmes pour des 
milieux plus complexes, considérant en premier lieu un milieu 
thermoélastique. On a montré au $5 du chapitre II que pour 
les déplacements sont obtenues des équations différant des équa- 
tions de Lamé par des termes proportionnels au gradient de tem- 
pérature 


u AU + (À + u) grad divu — + grad T = 0, (1.21) 


Y = (8x + 2u)a — 


1 — 2v bi 
où « est le coefficient de dilatation linéaire. 

Ceci permet de ramener le problème concernant un milieu 
thermoélastique (si l’on résout le problème en déplacements) au 
cas isotherme de la façon suivante. Considérons le problème auxi- 
liaire d’un milieu non chauffé remplissant le même domaine et 
subissant les mêmes déformations que le milieu initial. Il découle 
de (5.4) du chapitre II que dans ce corps auxiliaire doivent 
exister des forces massiques égales à + grad T. Examinons les 
conditions aux limites. Sur les parties de la surface où sont donnés 
les déplacements, les conditions aux limites ne changeront pas 
(pour que le passage au problème auxiliaire soit possible, les dépla- 
cements doivent être partout les mêmes, en particulier sur la 
surface). Là où sont données les contraintes (3.3), chapitre II. 
nous obtenons qu’aux conditions (de force) données doit être 
ajouté un terme ÿTv, i.e. un vecteur dirigé suivant la normale à 
la surface et égal en grandeur à -T (dit potentiel thermique). 

Ainsi, le problème thermoélastique se ramène à un problème 
ordinaire. Résolvant celui-ci (en déplacements) nous obtenons 
directement les déplacements du problème initial. Pour détermi- 
ner les contraintes on se sert des formules (5.3) du chapitre IL 
où l’on porte les valeurs de ces déplacements. La dernière procé- 
dure peut se faire en deux étapes : on détermine les contraintes 
du problème auxiliaire et ensuite on leur ajoute le tenseur sphé- 
rique d’éléments -T. 
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Notons que l’étude des problèmes de thermoélasticité en con- 
traintes est beaucoup plus volumineuse sans naturellement con- 
tenir de difficultés de principe. 

Voyons maintenant comment se formulent les conditions aux 
frontières dans les problèmes d’électroélasticité. Il importe ici de 
distinguer les conditions pour les composantes mécaniques du 
champ électroélastique et les conditions d’électrostatique. Si à la 
surface du corps sont données des forces extérieures, les compo- 
santes du tenseur des contraintes mécaniques doivent alors vérifier 
les conditions (1.3). Les conditions à la frontière dues à la pré- 
sence d’un champ électrique dépendent essentiellement du procédé 
d’excitation du corps piézo-électrique, dont la surface peut être 
recouverte par de fines électrodes conductrices ou être limitrophe 
du vacuum. La déformation mécanique et l'excitation d’oscilla- 
tions d’un piézo-électrique se font par application d’une diffé- 
rence de potentiels électriques créée sur la partie S” de la surface 
du corps. Dans ce cas on a la condition 

Po v0 (1.22) 
où +, est une fonction connue. 

Pour la partie S”’ de la surface du corps, sans revêtement 
d’électrodes, limitrophe de l’air (du vacuum), les composantes du 
champ électrique vérifient les conditions (en l’absence sur S”’ de 
charges électriques libres) 

E.= E;, D, = D}, (1.23) 
où E- est la composante tangentielle du vecteur intensité du champ 
électrique, D, — v,D, la composante normale du vecteur induc- 
tion électrique sur la surface S”” du corps (les grandeurs analogues 
pour le champ électrique du vacuum sont affectées d’étoiles). 

Ainsi, il est indispensable d’ajouter aux équations d’électro- 
élasticité (5.17), ch. IT, du corps piézo-électrique les équations de 
Maxwell pour le vacuum 

Dir = 0, cyxEir= 0 (1.24) 
et de tenir compte des conditions (1.23) sur la partie de la surface 
du corps qui est sans revêtement d’électrodes. 

I] convient de noter que dans la plupart des matériaux piézo- 
actifs les composantes du tenseur des constantes diélectriques excè- 
dent de beaucoup la constante diélectrique du vacuum et, par 
conséquent, la deuxième condition (1.23) peut être remplacée 
par l’égalité approchée 

D,=0 sur S”. (1.25) 

Si la partie S”” de la surface du corps considéré se trouve en 
contact avec un autre corps solide déformable, alors sur la sur- 
face de contact des deux corps doivent être vérifiées, outre les 
conditions habituelles en déplacements et en contraintes, les 
conditions (1.23). 
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En conclusion examinons la position des problèmes de magné- 
toélasticité. Donnons la formulation des conditions initiales et aux 
limites et des conditions à l'infini. Admettons que dans le corps 
et le vacuum à l'instant initial { — 0 le champ électromagnétique 
fait défaut. Dans ce cas les conditions initiales s’écrivent 

E-—H=—E%—H%=0 pour t = 0. (1.26) 
Afin d'établir les conditions aux limites du champ électromagné- 
tique sur la surface de séparation nous partirons des équations de 
Maxwell sous forme intégrale : 


4 H dl — \ (j),4S + _ \ (D), 4, (1.27) 
(©) {S) (S) 
$ Ea=-< \ (B), ds, 4 (B),dS = 0, (1.28) 
(") {S) (S) 
$ (D) as = \ > 4V, (1.29) 
{S) (y) 


où S est une surface arbitraire qui s’appuie sur un contour fermé 
T choisi dans le corps, V un domaine délimité par la surface 
fermée S. 

I1 découle des équations (1.27) à (1.29) qu’à la surface de 
séparation corps-vacuum doivent être vérifiées les conditions 
suivantes : 


(B,) = (B®), (1.30) 
(D), — (D9), = po (1.31) 
(E). = (E®)., (1.32) 
(H): — (H). = J- (1.33) 


où p, est la charge superficielle, - l’indice correspondant aux compo- 
santes tangentielles des vecteurs sur la surface de séparation, j. 
sont les courants superficiels. 
Sur la surface de séparation doit être vérifiée la condition de 
continuité des composantes normales du courant global j : 
Dh =), j=+j (1.34) 
En quuaiité de condition aux frontières à l’infini, en présence de 
vacuum on adopte usuellement les conditions déduites de l’exi- 
gence qu’il n’existe que des ondes s’enfuyant dans l'infini. Pour 
un corps électroconducteur infini, cette condition sera l’annula- 
tion à l’infini du champ électromagnétique de tout système de 
radiateurs, situés entièrement à l’intérieur d’un certain domaine 
fini. En qualité de conditions mécaniques initiales on donne 
habituellement le vecteur des déplacements w et la vitesse u/üt. 
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Dans les problèmes de magnéto-élasticité où l’on doit tenir compte 
du chauffage thermique, on résout les équations correspondantes 
pour des conditions magnétiques, mécaniques et thermiques don- 
nées sur la frontière. Les conditions thermiques initiales consis- 
tent en la donnée de la température T à l’instant { — 0. Les 
conditions aux frontières sur la surface du corps en présence d’un 
échange convectif de chaleur avec le milieu extérieur sont de la 
forme 


2 + HT—-T)=0. (1.35) 


Les conditions initiales et aux frontières pour les grandeurs méca- 
niques et électromagnétiques sont indiquées plus haut. 

Il convient de noter que la résolution d’un système fermé aussi 
bien de magnéto-élasticité, que de magnétothermo-élasticité est 
liée à des difficultés mathématiques importantes. Aussi a-t-on 
recours à des simplifications, résolvant séparément les problèmes 
d’électrodynamique, thermique et mécanique, tout en tenant 
compte à tour de rôle de l'influence des différents champs; dans 
l’équation de thermoconductivité on prend en compte la cha- 
leur de Joule ; les équations de mouvement sont le plus souvent 
considérées en approximation statique et quasi-statique. 


$ 2. Principe de Saint-Venant 


Comme on à montré, la résolution des problèmes de l’élasticité 
se ramène à celle de certains problèmes aux limites types impli- 
quant des systèmes d'équations aux dérivées partielles. Or, ces 
systèmes d'équations sont tellement compliqués que l’on ne saura 
les résoudre, même au niveau actuel du développement des métho- 
des mathématiques et de la technique de calcul que pour des 
conditions aux limites très particulières. Aussi est-il utile d'étudier 
la possibilité d'introduire une souplesse dans la formulation des 
conditions aux limites afin de résoudre le problème, tout en 
s’assurant une bonne approximation des résultats (pour le moins 
sur la plus grande partie du domaine dont il serait désirable 
d’estimer les dimensions). L'intérêt d’une telle approche est 
d’autant plus grand que beaucoup de problèmes manquent d’in- 
formation complète sur les conditions aux limites (sur les surfaces 
latérales des lames par exemple), les caractéristiques intégrales 
seules étant données. 

Le théorème permettant de modifier les conditions aux limi- 
tes a été énoncé pour la première fois sous forme de principe par 
Saint-Venant : « Le mode d’application et de distribution des for- 
ces sur les extrémités des prismes n’est pas essentiel pour les 
effets produits dans le corps, de sorte qu’il est toujours possible 
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de remplacer avec un bon degré d’approximation les forces appli- 
quées par des forces statiques équivalentes, c’est-à-dire admettant 
le même moment global et la même résultante, mais distribuées 
exactement de la façon nécessaire pour rendre les formules d’ex- 
tension, de flexion et de torsion absolument exactes ». 

Remarquons que dans les problèmes de torsion et de flexion 
des barres, les conditions aux limites sur les bouts sont inconnues 
au début et ne sont déterminées qu’au cours de la résolution des 
problèmes bidimensionnels correspondants (cf. $ 3). Toutefois l’hy- 
pothèse énoncée fondée sur le principe de Saint-Venant donne Ia 
possibilité de passer d’un problème tridimensionnel (parfois mixte) 
à un problème bidimensionnel. Donc, pour pouvoir résoudre les 
problèmes de torsion et de flexion des barres, il suffit de con- 
naître les caractéristiques globales des conditions aux limites sur 
leurs extrémités (vecteur résultant des efforts et vecteur moment 
résultant). 

Saint-Venant affirmait que la solution obtenue dans le cadre 
d’une théorie bidimensionnelle est proche de la solution exacte 
dans tout le domaine à l’exception de petites zones attenant aux 
extrémités. Par suite, une telle solution, rigoureuse pour des barres 
de longueur arbitraire (pour des conditions aux limites établies 
au cours de la résolution), s’avère utile pour différentes barres, 
et ceci sans restrictions quelconques sur les conditions aux limites, 
sauf dans les zones de deux ou trois diamètres de longueur atte- 
nant aux extrémités. On conçoit qu’il n’y à intérêt que de consi- 
dérer les barres longues, les barres courtes pouvant ne pas com- 
porter de zone de solution exacte. 

Saint-Venant fondait son principe uniquement sur l’expérience. 
Nous allons donner ici, conformément à [110], une démonstra- 
tion de ce principe pour un cas particulier. 

Considérons une barre cylindrique arbitraire, de longueur L, 
dont la surface latérale est libre de charges, alors que ses extré- 
mités sont sollicitées par des charges statiquement équivalentes 
à zéro. Choisissons l’origine des coordonnées sur l’une des extré- 
mités et dirigeons l’axe z suivant une génératrice du cylindre. 
Notons C(z) la section transversale, disposée à la distance z de 
l’origine des coordonnées, Q(z) une partie du cylindre (après la 
section C(z2)) et S(z) sa surface latérale. Nous désignerons par 
U(:) l'énergie élastique comprise dans la partie du cylindre 
disposée au-delà de la section z, U(0) étant alors l’éner- 
gie élastique du cylindre tout entier. On affirme qu’a lieu 
l'estimation 


—— <e D; (2.1) 


où Y(L) est une fonction du paramètre 1. 
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L’estimation (2.1) fait voir que l'énergie U(z) du cylindre 
décroit à mesure qu’on s'éloigne de l’extrémité et définit l’ordre 
de sa décroissance. L’estimation (2.1) ne démontre pas encore le 
principe de Saint-Venant puisqu'il ne s’agit que de l'énergie de 
déformation et non pas de contraintes. Aussi utiliserons-nous un 
autre résultat. Soit U, l’énergie des déformations élastiques d’une 
boule. Pour la fonction quadratique €° = €;,,:;, on a au centre de 
là boule l’estimation 

ait < k—. (2.2) 


où V est le volume de la boule et & dépend des constantes du 
milieu. 


Comme on a noté au $3 du chapitre IL, la densité de l'éner- 
gie des déformations élastiques W est une forme quadratique : 


1 
W — 7, Curie (2.3) 


Celle-ci étant définie positive, il existe des constantes positives u, 
et 1» telles qu'est vérifiée l'inégalité 
ml El < CisurErsEm <barl © 1°. (2.4) 
La condition de chargement du bout (section : — 0) veut que 
pour chaque valeur de z 


\ sw dS — \ cutidS =0 (i—=1,2,3). (2.5) 


C(s) C(:) 
Donnons à présent l’expression de l'énergie élastique T(2) et 
effectuons les transformations nécessaires : 


U(z) — — Sul; dQ = 


1 
=— \ Lois), — sisut)]dQ =—- \ (out:),,4Q, (2.6) 
Q(x:) Q(z) | 
qui sont légitimes puisque le deuxième terme de l'expression sous 
l'intégrale est une ligne dans l’équation d’équilibre. Moyennant la 
formule de Gauss-Ostrogradski nous obtenons ensuite 
1 


U(2) = : 


1 ; 1 ’ = 
(OPELTAT ds = Es | cyuividS T2. \ Cri AS. (2.5) 
C(3)US(s) C(z) C(z) 


Ici on à tenu compte de l’annulation des conditions aux limites 
sur la surface latérale. 

Pour la suite il est commode d'utiliser le fait qu’à une même 
solution en contraintes correspondent des champs de déplacements 
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qui différent l’un de l’autre par le déplacement du corps en tant 
que tout rigide, 1.e. 


u? = À; + a; + bts, (2.8) 
où a; et b;, — — b,, sont des constantes arbitraires. Récrivons 
(2.7) sous la forme 

1 
C(s) 


et passons de l’égalité (2.9) à l’inégalité découlant de l'inégalité 
de Schwarz [30]: 


U(:) < — le \ lol dS + — \ wriras}, (2.10) 
C(:) C(z) 
où x est un nombre positif arbitraire et [u*|? — uw u; 
Renforçons le second membre de l'inégalité (2. 10), remplaçant 


dans la première intégrale 10,4, par |o|? (0° = 0,564). Utilisant 
ie (2.4), nous “obtenons 


U(:) < [2er \ Fa ++ \ us ras | (e” = À) (2.11) 
C(:) Ct(z) ü 


Intégrant à présent l’inégalité (2.11) par rapport à la coordonnée 
z entre = et z + |, nous avons 


IQ(:, 1) < +[2 au* | was+— \ was | (2.12) 
| C(zl) C(s,1) 
ou 
z+1 


QD = + \ U(x) dx 


et C(z2) est l’aire de la surface latérale de B barre comprise entre 
les sections z et z + L. 


Nous admettrons désormais que les nie a, et b;, figurant 
dans (2.8) sont choisies de telle sorte que soient vérifiées les condi- 
tions 

\ ui dS = 0, (u* xr)dS = 0. (2.13) 
C{(2,l) C(s,l) 

11 découle du principe de Rayleigh [15] que lorsque sont véri- 

fiées les conditions (2.13) on a l’inégalité 
ne * | + 
= \ [a Dem W(£s*)dS, (2.14) 


C(2,1) C(s,l) 
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où w,(t) est la plus petite fréquence des oscillations propres du 
corps élastique de densité arbitraire p, occupant le domaine C(:, l). 
Récrivons (2.12) sous une autre forme : 


QU < — [aus “A 5 \ W dS. (2.15) 
0 


(s,l) 


Utilisant l'égalité évidente 


—- WdS =——[U(2) _ Uk +1]= — “= D, (2.16) 
C(s,n 
nous ramenons (2.15) à une inéquation D 
AD a EE ET D + Q(z, D <0, AU «) = — [er “e | (2.17) 
nt 


Ro ensuite le paramètre « de mn sorte que la fonction 
A1, «) soit minimale (œ — [u*pwÿ(l)] 2). La fonction elle-même 
s’avère alors égale à A(!) = [u*/pwÿ(t)]/2. Intégrant maintenant 
(2.17) entre z, et z., nous obtenons 


a— 21) 
ST <e TA (2.18) 
MT 


Q(:) étant une fonction non croissante de z, nous avons 
U(z +1) < Q(z, 1) < U(2), 


= = (z et 1 ) 
LA Gen <e TO) . (2.19) 
U(:,) 


et (2.18) entraine 


Posant maintenant 2, — 0 et z, = z — | nous terminons la démons- 
tration de la validité de l’estimation (2.1). 

Les questions concernant le choix de la longueur ne présentent 
pas d'intérêt, puisqu'on ne demande que la décroissance de l’énergie 
à mesure qu’on s'éloigne des extrémités. 

Etablissons maintenant la validité de l’inégalité (2.2), ce qui 
en combinaison avec l'estimation (2.1), conduit à la démonstration 
du principe de Saint-Venant dans la position formulée plus haut. 

Il faut au préalable considérer la question suivante qui est 
d’un intérêt général. On à cité au $6 du chapitre I le théorème 
de la moyenne des fonctions harmoniques. S'appuyant sur celui-ci 
établissons un théorème analogue pour les fonctions biharmoni- 
ques [18]. Soit u(p) une fonction biharmonique. La fonction 
Au(p) est alors harmonique et pour tout point intérieur de son 
domaine de définition on à les égalités : 


up) = | au ao--|* Se — 5 
re 


bar \ 
dp 
p sb 3 


dp HE 4r-p° 
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où (2, est une boule de rayon p centrée au point p (appartenant 
entièrement au domaine de définition de la fonction), S, une 
sphère de rayon unité, $, une sphère de rayon p. 

Multiplions les termes extrêmes de (2.20) par p et intégrons 
par rapport à p de 0 à p (en changeant l’ordre d'intégration dans 
l'intégrale multiple) : 


_ Au(p) = _ [Âas, — Ar u(p) | (2.21) 
= ] 
Remplaçant Au conformément à (2.20) par Ars S;, nous 
Si 
obtenons 
A dS, — 26°? (ES — 47 up) | (2.22) 


Ajoutant aux deux membres le terme 3p°\ u dS, et intégrant par 


rapport à p de p = 0 à p = R, nous aboutissons à une identité 
qui peut être donnée sous la forme 


35 1 
u(p) = a [rire Fu) = 
ñ Su 


R 


LA] 


= — |" adQ — \« as, | (2.23) 


R Sa 
L'identité (2.23) exprime le théorème de la moyenne d’une 
fonction biharmonique. Comme on à indiqué (cf. (4.7), ch. II), 
toutes les composantes des déplacements en coordonnées carté- 
siennes sont des fonctions biharmoniques et donc vérifient l’égalité 
(2.23). Naturellement elle est vérifiée par les dérivées de ces fonc- 
tions par rapport aux coordonnées cartésiennes aussi. 
Récrivons (2.23) pour une déformation quelconque «,, : 


3 9 
Ex(D) = . [+ \ eydQ — \ ends | (2.24) 
£ 


p Si 
Intégrons la première intégrale par parties : 
3 
Ex(D) = — [Aus as, _— \ EedS: | 
8x | p p 


Si Si 
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Muiltiplions les deux membres par p* et intésrons par rapport 
à e de 0 à R. Nous obtenons alors l'égalité 
R° à 
=. Sup) = ea | | [ouiTr — cuet14 | (2.25) 


fn, 


Ecrivons (2.25) pour chaque couple d'indices. Sommant et uti- 
lisant l'inégalité de Schwarz nous obtenons l'inégalité 


R'° 


9V 
< US er a 7. CA 2.9 
(8x)° \Gues ik 0*)* aQ, ( 6) 


Or 


où V — 4/3xR% est le volume de la boule. Introduisons ensuite le 
paramètre « dans le second membre et utilisons à nouveau l’iné- 
galité de Schwarz 


(pre … [2501 + a)luar ie + | 1 + 2e ao. (2.27) 
£ 


R 
Comme 
[utsl* < [wo 


alors en vertu du principe mentionné de Rayleigh [15] nous 
aurons 


2 
u|dQ< —— \W{(u)dQ, 2.28 
\urao< 5 (an (2.28) 
a OR 


où oœÿ{R) est la plus petite fréquence propre d'une boule de ravon 
R faite en matériau de densité p, pour les conditions 


\ “aa = 0, \eux aa — 0; 
Gr Qh 
Rappelons l'inégalité (2.4) dont le premier membre est : 
e [2 < _2_ W. 
Em 


À l’aide des inégalités que nous venons d'écrire nous ramenons 
(2.27) à la forme 


umlE(P)|° < 


Ps 1 + : + 25(1 + a) = [ELC dQ. (2.29) 


AT R! 
n x 
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Choisissant le paramètre « de façon à minimiser le second membre, 
nous obtenons 


an lE(p) 12 <(i +5 | Ftuao (2.30) 


Po TT }+ v 
£ 


Remarquons qu’une analyse des solutions des problèmes aux 
limites particuliers de l’élasticité (notamment du problème con- 
cernant un demi-espace) a révélé d'emblée que les charges stati- 
quement nulles engendrent, en dehors d’un domaine de l’ordre 
de la zone d'intégration, des contraintes et des déplacements 
beaucoup plus petits que si les forces ne sont pas équilibrées. 
Cette circonstance (en combinaison avec des recherches spéciales) 
a servi de base à une formulation générale du principe de Saint- 
Venant *), qui se ramène aux trois propositions suivantes : 

1) Si un système de forces est appliqué aux points d'une 
surface intérieure à une sphère de rayon € et a un vecteur résultant 
nul, les contraintes et les déformations qu’il engendre alors aux 
points intérieurs du corps sont de l’ordre e. 

2) Si, en outre, le vecteur moment résultant est nul aussi, 
les contraintes et les déformations seront comme auparavant de 
l'ordre €. 

3) Si sont nuls le vecteur résultant et le vecteur moment 
résultant et sont accomplies trois conditions complémentaires (la 
nullité des polymoments), l’ordre des contraintes et des défor- 
mations devient €*. 

Jl convient de noter que les travaux effectués dans cette voie 
[$0], quoique présentant un intérêt mathématique considérable, 
n’apportent aucune simplification sensible dans la réalisation 
concrète, i.e. le remplacement d’une charge réelle pour des corps 
de configuration arbitraire par une charge statique équivalente 
sur un petit domaine ne facilite pratiquement pas la recherche 
effective d’une solution. Remarquons en outre que les recherches 
faites dans cette voie ne permettent aucune affirmation univer- 
selle, puisque la présence de concentrateurs de contraintes fait en 
général croître indéfiniment les contraintes aux points éloignés 
à une distance arbitraire du domaine en équilibre considéré. 

Le principe de Saint-Venant est applicable non seulement 
aux problèmes de torsion et de flexion, mais aussi dans la théorie 
élaborée pour un état plan de contrainte (cf. $ 4). C’est ainsi que 
l'on ne s'intéresse pas à la distribution de forces sur la surface 
latérale d’une plaque, mais on se contente des caractéristiques résul- 
tantes. Une autre approche est utilisée dans les problèmes de fîle- 
xion des plaques (et bien plus dans la théorie des enveloppes). 


*) Due à R. Misec [72] et démontrée dans [104]. 
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Ici la distribution réelle des contraintes est ignorée par suite des 
hypothèses mises à la base de telle ou telle théorie (comme par 
exemple l'hypothèse des normales droites). Dans ce cas les condi- 
tions aux limites en contraintes se ramènent à des moments de 
flexion, de torsion et à des efforts tranchants. 

Le principe de Saint-Venant est applicable également aux 
problèmes dynamiques de l’élasticité. Dans [12] on examine un 
problème particulier de type spécial. Le milieu étudié est homogène 
par morceaux (ensemble de bandes d’un matériau séparées par 
des bandes d’un autre matériau avec des valeurs considérablement 
plus petites de constantes élastiques). Une charge statiquement 
nulle s’exerçait sur les extrémités du premier groupe de semi- 
bandes. L’analyse de la solution exacte du problème à montré 
que les contraintes sont différentes de zéro non seulement dans 
le domaine attenant immédiatement à la zone de chargement, 
mais aussi dans une petite zone attenant au front d’onde 


$ 3. Torsion et flexion des barres 


Considérons un cylindre élastique (un arbre) de section trans- 
versale S, délimité par des bases planes. Dirigeons l’axe z parallè- 
lement à une génératrice du cylindre de longueur ! et faisons 
coïncider le plan x0y avec l’une de ses bases. Voyons comment se 
pose un problème aux limites, dit problème de torsion, pour le do- 
maine considéré. Supposons que sur la surface latérale les con- 
traintes sont nulles : 


Gal + Tom = 0, 7, +om—=O0, 7T..l + r,;m —= 0, (3.1) 


et que sur les bases z — 0 et z — ! s’exercent des contraintes, 
statiquement équivalentes à un certain moment M parallèle à 
l’axe 2. Simplifions la position de ce problème *) en ce sens que nous 
n’allons pas demander que soient vérifiées sur les bases les condi- 
tions aux limites exactes, mais qu’elles soient vérifiées au sens de 
Saint-Venant (les restrictions seront imposées aux seuls vecteur 
et moment résultants). Indiquons un procédé de résolution du 
problème aux limites posé, dont l’utilisation fournit une solution 
qui vérifie exactement les conditions (3.1), alors que les contraintes 
sur les bases ne sont que statiquement équivalentes au moment M. 
Le champ global des contraintes est trouvé au cours de la résolu- 
tion du problème et sera complètement défini par la configuration 
de la section. Il est clair que cette approche ne garantit des résul- 
tats suffisamment exacts qu’à une certaine distance (de l’ordre 
de un ou deux diamètres) des bases, ce qui parle en faveur de 
l’application de l'approche proposée pour des barres longues. 


*) Deuxième problème fondamental spatial typique de l’élasticité. 
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Supposons que les composantes des déplacements s'expriment 
comme suit : 


U—= —T2Y, D —= TL, VW —= =o(x, y), (3.2) 


où - est une constante. Les relations (3.2) ont une signification 
géométrique précise : chacune des sections transversales tourne 
dans son plan d’un angle, proportionnel à la distance de la base, 
les déplacements dans la direction de l’axe : par contre (qu’on 
appelle déplanation) ne dépendent pas de la coordonnée :. Attirons 
l’attention sur le fait que la fonction o(x, y) doit être univoque 
pour des raisons d’ordre physique. 

Des représentations (3.2) et de la loi de Hooke (3.30), ch. II, 
découlent les égalités 


Cr = Oy = Cy = Try = 0 (3.3) 
et les relations 


Tee = (re s) Ty = UT É Eu z) (3.4) 


Servons-nous maintenant des équations d’équilibre (1.10) 
du chapitre II. Les deux premières équations sont vérifiées identi- 
quement, tandis que la dernière se ramène à l’équation de Laplace 
pour la fonction o(x, y) : 


Ag = + TE — 0. (3.5) 


Compte tenu des relations (3.3) et (3.4), les deux premières 
égalités des conditions aux frontières (3.1) sont vérifiées identi- 
quement et la dernière prend la forme 


(SE -v)+ (+ )m = 0 sur L, (3.6) 
z 0y 


où par L est désigné le contour délimitant la section. Transformant 
(3.6) nous obtenons (dans la suite nr sera la normale au contour) 


— = yl — æm = f sur L. (3.7) 


On constate que le problème de torsion s’est ramené au pro- 
blème connu de Neumann avec la condition aux frontières (3.7). 
Comme on à noté (cf. (7.3), ch. I), pour qu’il admet une solution, 
il est nécessaire et suffisant que soit vérifiée la condition 


\ fds = 0, (3.8) 
L 
où ds est un élément d’arc du contour L. 
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Montrons que le second membre de (3.7) vérifie la condition 
(3.8) : 


\ sas = \ë — xm) ds = \e dy + x dx) = {a + y2) = 0 
L L L 


L 


d 
( =, m= | 
ds ds 


Démontrons à présent que le vecteur résultant des efforts 
s’annule dans chaque section, y compris sur les bases. Nous démon- 
trerons par là que des représentations (3.2) découle une solution 
du problème de torsion dans la position de Saint-Venant. La 
nullité de la projection du vecteur des efforts sur l’axe : est évidente. 
Pour les projections sur l’axe x, nous avons 


\ <..dx AY = \E + x = + ue) lardy = 
0x Oy 
S S 


_ Ne ns Eu ar dy = \st5.2 L +,m)ds =0. (3.9) 
dx 0y 
L 


De façon analogue se démontre la nullité des projections sur 
l’axe y. Donnons maintenant l’expression du moment résultant 


M — \ (ar, Es YTz2) dx dy — 


= T7 \ (= + y + x — a) dx dy = =D. (3.10) 
0y ox 
S 

Connaissant le coefficient D (module de rigidité à la torsion), 
il est facile de trouver la grandeur + définissant l’angle de torsion. 

Remarquons que tout ce qui vient d’être dit reste vrai dans le 
cas où la section du corps est multiplement connexe, i.e. délimitée 
par des contours L,, L,, L,, ..., L,, L,, L,, ..., L,, étant disposés 
l’un en dehors de l’autre et le contour L, englobant tous les autres. 
Le problème de torsion se ramène alors au problème de Neumann 
pour un domaine multiplement connexe. 

Introduisons maintenant une fonction d(x, y), conjuguée de la 
fonction o(x, y): 


EL PA (3.11) 
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Ayant recours à la condition aux limites (3.7), nous obtenons pour 
la fonction 


LCA LES x? + y? 9 
A (z° + y°). (3.12) 
Intégrons suivant chacun des contours 
1, » 2 , ‘ 
dl =—(a2 +y)| +C, (£ =0,1,2, ...,m). (3.13) 
Le, Ex 


Le passage à la fonction conjuguée conduit donc au problème 
de Dirichlet aux conditions aux limites (3.13) renfermant des 
constantes arbitraires C, dont l’une peut être posée nulle. Le 
problème de Dirichlet lui-même admet une solution pour des 
conditions aux limites arbitraires, pourtant il est nécessaire d’exiger 
en outre que la fonction + obtenue d’après 4 soit univoque, ce 
qui permet en fin compte de déterminer les constantes C:. 

La réalisation pratique de cette procédure est la suivante. 
Il faut tout d’abord résoudre le problème de Dirichlet pour les 
conditions aux limites (3.13), posant toutes les constantes nulles, 
et ensuite résoudre successivement »#x problèmes aux limites dans 
l'hypothèse que, sur l’un des contours L;, d(x, y) = 1 et sur les 
autres elle est nulle. Sommant ces solutions, préalablement mul- 
tipliées par les constantes C,, nous parvenons à la représentation 
cherchée de la fonction d(x, y). 

Déterminons maintenant la fonction o(x. y) dépendant des 
constantes C. et conjuguée de la fonction 4(x, y). Des conditions 
de Cauchy-Riemann il découle que 


olx, 9) =\(- Mar + Hay) Lo 
ÿ 0x 


9%o 


—\[ 2% 9% | 
=\(5E m + 0 LEA É ds, (3.14) 


CL£ 9% 


où gg, est un arc arbitraire appartenant au domaine considéré 
et joignant le point q{(x, y) avec le point fixe g,, C une constante 
arbitraire. Il est évident que les conditions d’unicité de la fonction 
o(x, y) peuvent être ramenées aux égalités 


(5 ds = 0, (3.15) 


quand les contours L; englobent les contours correspondants L,. 
Les intégrales peuvent être prises aussi suivant les contours L,.. 


18 
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si les dérivées partielles des fonctions sont continues jusqu’aux 
frontières. Les relations (3.15) permettent de déterminer les cons- 
tantes inconnues C.. Souvent pour formuler les conditions servant 
à déterminer les constantes inconnues on fait appel au théorème 
de Bredt (cf. par exemple [55 |). 

Considérons la position du problème de torsion pour des arbres 
homogènes par morceaux. Nous supposerons les domaines $, 
délimités de l’extérieur par les contours L,(k —1,2,...,m) 
remplis de milieux élastiques de constantes de Lamé ?, et u,. Le 
milieu remplissant l’espace entre le contour L, et tous les autres 
est supposé avoir des constantes À, et x. Il découle des équations 
d'équilibre que sur les contours L,(k = 1, 2, ..., m) doivent être 
vérifiées les égalités (à l'extérieur et à l’intérieur des contours) 


(red + TyM)|-L, = (rl + TyM)|+2,- (3.16) 
Supposons qu’il y à adhérence entre ces contours 
Ul-2, = Ur, Vl-2, = 042, Wl-1, = W|+1,. (3.17) 


Introduisons dans le cas considéré pour les déplacements la 
représentation (3.2) (la même dans tout le domaine global), ce 
qui conduit automatiquement à la vérification des conditions 
(3.17). Nous en venons par suite à la détermination d’une fonction 
continue harmonique par morceaux o(x, y), vérifiant les conditions 


fe) d 
vo (SE) —# (5) = (no — m0 — 2m) = fisur L, (8.18) 
LD on }; 
d® 


Les indices rapportent les expressions entre parenthèses à des 
milieux et domaines correspondants. 

Voyons maintenant si le problème aux limites obtenu est 
résoluble. Sommons toutes les égalités (3.18) et (3.19). Après des 
transformations assez simples nous obtenons 


D Ân ae = n0S((5E) &—SEnÂ(ée) à (620 
Le - TE 0 j=1 4 


L'intégrale de la dérivée normale d’une fonction harmonique 
étant nulle, le second membre de l’égalité (3.20) s’annule. Nous 
nous assurons immédiatement (comme pour (3.8)) que les termes 
du second membre sont nuls. Ainsi, l'égalité (3.20), qui peut 
être interprétée comme la condition nécessaire de résolubilité 
du problème aux limites, s’avère vérifiée. 
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Il n’y a pas de difficultés à formuler un problème aux limites 
pour le cas le plus général d’un arbre homogène par morceaux, 
lorsque les pièces sont elles-mêmes homogènes par morceaux et 
certaines cavités, vides. 

Envisageons maintenant la flexion d’un arbre et comme pré- 
cédemment considérons-le suffisamment long. Supposons l’axe 
z passant par le centre de gravité de 
la base et les axes x et y dirigés pour 
le moment arbitrairement. Par la suite 
ces axes seront choisis coïncidant avec 
les axes principaux. Comme dans le 
problème de torsion, nous suppose- 
rons que la surface latérale est libre 
de charges, i.e. qu’on à les conditions 
(3.1). Nous supposons également AE Fig. 14. Flexion d’un arbre par un 
sur les bases les contraintes extérieu- couple de moment M. 
res sont statiquement équivalentes 
au moment (dont l’axe est parallèle à l’axe y (figure 14)). 
Le problème ainsi posé est le problème de flexion d’un arbre par 
un couple de flexion dans la position de Saint-Venant (ici comme 
précédemment il sera question uniquement de la vérification intégrale 
des conditions aux limites sur les bases). Dans ce cas il est commode 
de partir de l’état de contrainte et ensuite de déterminer les 
déplacements. 

Soit le tenseur des contraintes déterminé de la manière suivante : 


Gr = Oy = Ty = Tes = Fey = 0) = —— ZX, (3.21) 


où I est le moment d'inertie de la section droite. Les conditions 
(3.1) sont dans ce cas vérifiées automatiquement. L’axe z passant: 
par le centre de gravité, on déduit de (3.21) que sur les bases les 
conditions sont également vérifiées (globalement). Les expressions 
des déplacements sont faciles à obtenir. Elles sont : 


ù My M 
u = ——— (2° yJL? — vy? T = — 10 = — —— xz. (3.22 
(2° + y), Er Fr (3.22) 


Les relations (3.22) permettent de donner une interprétation 
géométrique simple au type considéré de déformation : chaque 
section z — const reste plane *) au cours de la déformation. Le 
plan æ —.0, qui n’est pas soumis à une tension, est appelé plan 
neutre. 


*) Cette propriété est largement utilisée dans la résistance des matériaux pour 
la résolution des problèmes de flexion des poutres (on l’appelle Aypothèse de Bernoulli). 
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Le problème de flexion est beaucoup plus complexe dans le 
cas où l'arbre est sollicité par des efforts s’exerçant sur ses extré- 
mités et tels que leur vecteur résultant se ramène à une force 
transversale et le moment résultant à une composante dirigée 
le long de l’axe de l'arbre (fig. 15). Pour plus de précision nous 

admettrons que la for- 

ce transversale passe 
par le centre de gravi- 

té de la section. Pour 
simplifier l’analyse il 
est commode de diri- 
ger les axes x et y 
suivant les axes prin- 
cipaux d'inertie et 
supposer le vecteur 
Z résultant des efforts 
dirigé le long de l’un 
y | des axes (disons sui- 

x vant l'axe x). Dans 

le cas général de 

Fig. 15. Flexion d’un arbre par une force transversale. Chargement on fera 
une superposition des 

solutions des problèmes particuliers correspondants. Supposons 
que pour le corps considéré les composantes des contraintes sont 


==, =0, = —a(l — 2). (3.23) 


Supposons également que les composantes <,. et =. ne dépendent 
pas de z. Deux des trois conditions aux limites sur la surface laté- 
rale, ainsi que deux des trois équations d’équilibre s'avèrent 
alors automatiquement vérifiées. La dernière équation se ramène 
à la forme 


ÔOTrz Otyz P 
+ + — x = 0. 3.24 
ox 0y T I À ) 


Introduisons en considération la fonction Q que nous allons 
définir de la façon suivante : 
8Q ___ 40 _ 
or. rs = — ys — 5 AY. 
L’équation (3.24) est identiquement vérifiée et les équations de 
compatibilité des déformations (4.17). (4.18) du chapitre II 
entrainent 


PRG nn (3.25) 
GE - }] (1 + v)I 
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Par conséquent 


Py 
= — —— 2: L 0 
AQ Eur UT (3.26) 


Par souci de commodité dans la suite on à désigné la constante 
d'intégration par —2u+. Introduisons ensuite la fonction 


AC Y) ru 


— no nie BE fn? 2 
= Q(e, 9 + [ave + (a+) ÉTÉ ça + 90). 


(3.27) 
Il découle de (3.26) que cette fonction est harmonique. Intro- 


duisant enfin la fonction o,(x. y). conjuguée de d.(x, y), nous for- 
mons encore une fonction harmonique, (x, y), définie par 


re LU 2 
rot Mio Pr (3.28) 
où 9 est La fonction de torsion introduite dans (3.2), i.e. une 
fonction harmonique vérifiant les conditions (3.7). 

Exprimons les composantes des contraintes et des déplacements 
à l’aide des fonctions 7 et o: 


_ 2e _ sp. | 0x 44, _1,,),e 
sa = ue (5° y) et | 


sn = ue (5 +<) re Lo eu | (2:29) 
5, = "2e, 
P [1 . ; ER 1 

Met [Ua 9 + 58), 

P 
v= sex + v — 2)2y, (3.30) 

P 1 . : 
CS 21 EL Jrx+æ| 


De la troisième condition (3.1) nous obtenons le problème aux 
limites de Neumann pour la fonction harmonique 7 : 


de Ë æ+(1- Rp] l—(2+ v)aym. (3.31) 
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Donc, pour résoudre un problème de flexion d’une poutre 
par une force transversale il faut résoudre successivement deux 
problèmes aux limites de Neumann : l’un pour la fonction o et 
l’autre pour là fonction y, conformément aux conditions (3.7) 
et (3.31). 


Montrons que ce dernier problème est toujours résoluble. En 
effet, 


NES + 1 — LA — (2 + » aym | ds = 


= 2(1 + D\\saras — 0. (3.32) 


S 
Il est aisé de montrer que les projections du vecteur résultant 
des efforts sur les axes x et y sont respectivement égales à P et 0. 
Calculons maintenant le moment des efforts s’exerçant sur chaque 
section z = Const : 


M=us((a tuto 1 f)aras + 
Oy 0x 
S 


P 0% __p 9% _ 1 Le E 
En Co SEL 


(3.33) 


Le premier terme dépend de la fonction 9, le second de la fonction 
x. Comme nous connaissons déjà les fonctions o® et y, nous pouvons 
calculer les intégrales figurant dans (3.33) et déterminer la constante 
+. Celle-ci connue, les expressions des contraintes (3.29) et des 
déplacements (3.30) sont entièrement déterminées. 

Arrêtons-nous sur les problèmes dans lesquels la grandeur 
de la force résultante et sa direction sont invariables (le moment 
par rapport à la ligne d’application des forces s’annule). Si l’on 
choisit sa ligne d’action de façon à ce que le paramètre + s’annule 
(ie. en l'absence de torsion), le problème peut être résolu 
dans le cas général, mais il ne présente pas d’intérêt, puisque la 
solution dépend essentiellement de la direction de la force. Toute- 
fois, dans un cas particulier où la section possède un plan de symé- 
trie, cette position du problème conduit à un résultat constructif. 
On peut choisir alors sur cet axe un point, dit centre de flexion 
(cf. par exemple [55]) tel que, aucune force passant par ce point 
(indépendamment de sa direction) ne produise de torsion. La posi- 
tion du centre de flexion se définit de la formule (3.33) pour + = 0 
et M — Pd, où d est la distance du centre de flexion au centre de 
gravité de la section. 
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Envisageons le problème de flexion des arbres homogènes par 
morceaux. Il convient d'examiner séparément le cas d’un même 
coefficient de Poisson et celui de coefficients de Poisson différents 
pour différentes parties de l’arbre. L’analyse est conduite en 
utilisant des notions de moment statique réduit, de centre de 
gravité réduit et de moment d'inertie réduit Z.. Ces notions di'fè- 
rent de celles utilisées en théorie de la flexion des arbres homogènes 
par la présence dans les expressions sous l'intégrale du module 
d'élasticité E.. 

Considérons tout d’abord le cas d’un même coefficient de 
Poisson. Pour la flexion engendrée par un couple de forces la solu- 
tion différera de celle donnée par les formules (3.21) uniquement 
pour la composante 


Gy = —-———Z%. (3.34) 

Pour les déplacements nous obtenons les expressions 
ù — ss VT? — vy*), 0 — Ls VTY, -" (3.35) 

27 Ie 18 


Dans les problèmes où la flexion est provoquée par une force 
transversale, les déplacements se représentent comme 


P 1 2 — 12 1 “ :2 4 
“vw + À [50-26 y) + Lu | 
(3.36) 
D = TI + LE, — Z)TY, 0 = re—-le(r = + x + m| 
Ig Ip 2 


où © est une fonction harmonique par morceaux déterminée plus 
haut par (3.19), + est une constante à déterminer, (x, y) est une 
autre fonction harmonique par morceaux vérifiant les relations 


Ho (Æ) — Hs (1 = — (lo — DE va + 
0 
ER AL + (2 +saum | sur L;; 


Lo (&) = — DE VT® + (: 2} + (2 +) cum | sur L,. 
6 


280 POSITION DES PROBLÈMES FONDAMENTAUX DE L'ELASTICITÉ [CH. III 


Pour les composantes des contraintes nous obtenons 


Re = (-v)-21% +ae+(i-5crl 
(3.37) 
Tu = HT ($+:)-28{2+6 +02) Ge = k{l —:)x, 
où 
AR ET AE D LS 
lp 7 IRL) 1e 


Les autres composantes s’annulent. 

La constante - se trouve de l’expression du moment de torsion 
réduit par rapport au centre de gravité de la section. 

La généralisation des expressions des déplacements et des 
contraintes au cas de coefficients de Poisson différents conduit à 
l'apparition de sauts de déplacements sur les surfaces de conju- 
gaison. Le plus simple est d’éliminer ces sauts dans le cas de flexion 
par moments fléchissants puisqu’alors il est possible de construire 
la solution compensante daus le cadre du problème plan (cf. $ 4). 
Dans le cas de flexion par une force transversale on doit superposer 
une solution spatiale de structure assez simple [74]. 

Les problèmes envisagés plus haut sont tous des cas parti- 
culiers du problème d’Almansi. Dans ce problème l’arbre est soumis 
à l’action des forces s’exerçant sur sa surface latérale et repré- 
sentant des fonctions polynomiales par rapport à la coordonnée 
axiale. Suivant [19], exposons brièvement la méthode de résolution 


du problème d’Almansi. 
On a 
n k 
Cr — Gzl à E Try M = ÿ, ai(s) k1° 
K=0 
Op — Tel + Sym = È bi(s) — " ; (3.38) 
Osvy — Fab + Tyemnt — > eus) +, 
k=—0 


où a;(s), b.(8) et c,.(s) sont des fonctions connues des points du 
contour de la section. 

On procède par une dérivation (n — 1)-uple des contraintes 
et des conditions aux limites. Les dérivées trouvées vérifieront 
les conditions aux limites homogènes et, évidemment, les conditions 
d’équilibre. À l’aide de l’appareil proposé plus haut pour la résolu- 
tion du problème de flexion, on calcule ces dérivées à six constantes 
près. 
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On obtient 
do +) oy dm+De,, < 
QAA+D = g=(n+1 EE g=n+1) 7 #4 
ôtn+) 6. 
g=t8+b = À EE B,x SE By + C,zx + CEy, (3.39) 
due, __0F EL G ; otm+D =, : 9F C, | 
g=ta+l = ôy 2 : FRET où 5 5 Ÿ 9 
où la fonction F(x, y) vérifie l'équation 
C, v Cav 
= —————— — ——— D 
1+v ÿ 1+v + 


pour les conditions aux limites 


2 1h: 1h. 
sn VF Came 


Intégrant les relations (3.39) (n + 1) fois par rapport à 2 on retrouve 
les représentations des contraintes du problème initial. 
En définitive, les contraintes s’écrivent : 


Li 2 n 2È 
G, = Ze Vs Sy = DRE Y) > = ÿ TZ, n = 

ds =E 0F C z"+i 
2. = Ÿ <4(x. y) — — — + | ————, 
de à (2: Y) + = #) EETTTÉ 

(3.10) 
= Ÿ <® OF, Ca el 2" 
_. À “5 Jen = HE sé 
6. = Set n+— + (4 +, Ro LEFT Ne 12 r+ Ca) pr 
km 


Portant les séries ainsi obtenues dans les ._— d’équilibre 
et les équations de compatibilité en contraintes et égalant les 
fonctions des mêmes degrés de 2, nous obtenons un système de 
relations de récurrence 

80!) 2 LE L <Æ+D = 0, 2 . 2 8 L dé à 

FE oy " d 


EL: A) 
PET a ct =0; 
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1 925 : 1 os" 
Ag! + of +2) D 0, AoÛ + otË+ LD = 0 
s T0 Lure rt É y TS Er dy° d 

1 » 1 9? S4) 
Ac! gt +2) S&+2) — Q A+%) RE +2) D — 0), 
z SR z + Lie Lu y = xy + 1 y 0x dy : 

1 as*+1 1 95 *+1) 
AT E Er? — =0, ATh+L-EHD EL = 0 
2x + zx 1 Fr dx , y + pz + 15 du ’ 
où (3.41) 


SE — où + où + où, 
On demande en outre quesoient vérifiées les conditions aux limites 
OUI + <Om = as), TA + om = b,(S), 
DT + Ùm = c(S). 
On trouvera dans [19] une méthode de réalisation de ces relations, 
méthode impliquant à chaque étape la résolution d’un problème 
biharmonique et d’un problème harmonique, ainsi qu’un exemple 


traitant le cas où les charges appliquées sont invariables suivant 
la longueur de l'arbre (n = 0). 


$ 4. Problème plan et problème de fléxion 
des lames 


Considérons quelques états particuliers d’équilibre des corps 
élastiques quand l’état de contrainte et de déformation dépend dans 
le repère cartésien de deux coordonnées seulement, x ety parexemple. 

Supposons tout d’abord que le déplacement w = 0. Dans ce 
cas les déformations 


ow ov 
Vo y À = 0, Ve ee (4.1) 


Faisant appel à la loi de Hooke, nous obtenons les expressions des 
composantes du tenseur des contraintes 


Oz — (+ )+2ar sn =e(5+ a |” 


0x y () dx êy 
du dv dv 
Gy — (E+)+ FE 3y Tze = Ty = 0, (4.2) 


(+) 


Ajoutant les deux premières égalités, nous trouvons une autre 
représentation de la composante o, : 


À — 
SRE RTS (oz + o,)= v(0, + 6,). (4.3) 
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Compte tenu de l’indépendance des déplacements par rapport à 
la coordonnée z, les représentations (4.2) conduisent à deux 
équations d’équilibre : 


0d0z dy 9% ds 
D (LE = (), ‘ 
CE: + ôy ôz + oy - … 

Afin d'obtenir un système complet d'équations faisons en 
outre appel aux équations de compatibilité des déformations (2.26) 
à (2.28), chapitre II. Toutes ces équations, sauf (2.26), sont véri- 
fiées identiquement. Récrivons (2.26), chapitre II : 

des Pey __ zu 


dy? 073 CELL 


Transformons cette équation en utilisant les e 1 
| xpressions 
tirées de (3.30), chapitre II, i.e. en exprimant les déformations 
à l’aide des contraintes. Ceci donne 


0° 


les vos + 6,)] + Lo, — vo, + 0,)] = 2 À, (4.5) 


Ôxôy 


D'autre part, dérivant la première équation (4.4) par rapport 
à æ, la seconde par rapport à y et ajoutant, nous obtenons l'identité 


oz . Poy _ _» dy (4.6) 
93 ge PET 


qui permet d'écrire l’équation (4.5) sous la forme 
Ac; + o,) = 0. (4.7) 


Ainsi, le problème particulier de déformation plane (les plans 
z — const ne se déplacent pas au cours de la déformation) se 
ramène à la résolution des seules équations (4.4) et (4.7). 

Notons qu’on à tout intérêt à traiter le problème plan non 
pas comme un cas particulier du problème spatial, mais comme 
un problème spatial aux conditions particulières (par exemple, 
comme un problème à symétrie axiale). ce qui permet d’en relever 
les traits spécifiques. Premièrement, la surface frontière (qui est 
une surface cylindrique) s'étend à l'infini. Deuxièmement, les 
contraintes le long des génératrices sont constantes et donc ne 
tendent pas vers zéro à l’infini. Enfin, les efforts globaux s’exerçant 
sur la frontière sont en général infinis, ce qui implique que les 
déplacements sont illimités. 

Modifions quelque peu notre hypothèse, admettant à présent 
que les contraintes ©, — +.,, = +, = 0 et que les contraintes o,, o:, 
5, ne dépendent pas de z. Dans Ce cas également sont vérifiées les 
équations d’équilibre (4.4). Il ne reste à faire appel qu'aux équa- 
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tions de compatibilité des déformations. Nous en donnons ici 
celles qui ne sont pas vérifiées automatiquement : 


GA + v) Ace + (03 + 03) = 0, 
0? ea 
GA + VA, + (se + a) = 0, (4.6') 


A+ Ars + (os + o) = 0. 


Des opérations analogues à celles effectuées dans le cas de la 
déformation plane nous conduisent à une contradiction [109]. 
L'égalité A(o, + o,) = 0, tirée des première et deuxième équa- 
tions, ainsi que les égalités, obtenues par dérivation des équations 
(4.4) par rapport à x et y, permettent uniquement de ramener 
les équations (4.6’) à une forme compacte : 


007 + oy) = 067 + oO) es (oz + 0y) = 0 
EC 0x? Ôzx dy : 


d’où il découle que ©, + ©, = Az + By + C. Donc il ne peut 
étre question que de problèmes très particuliers, ne présentant pas 
d'intérêt général. 

Il est intéressant d’étudier ce problème dans une position appro- 
chée. Considérons un cylindre de hauteur 2% (ou une couche à 
cavité cylindrique) et choisissons un repère de telle sorte que le 
plan z = 0 soit un plan médian (l’axe z se confond avec l’axe 
du cylindre). Nous supposerons qu’aux extrémités du cylindre 
les contraintes o,,, 6, et so, (égales à T.., rt, et o,) s’annulent. 
Sur la surface latérale s’exercent les contraintes o,,,0,, (les Con- 
traintes ©, s’annulent) uniformément distribuées suivant la 
hauteur. On voit de ce qui précède qu’il est impossible d’obtenir 
une solution exacte de ce problème en posant les contraintes +... 
y) €t o. identiquement nulles dans le domaine cylindrique 
considéré. 

La position approchée de ce problème est d’un grand intérèt 
théorique et pratique quand l’épaisseur 2h est petite devant une 
dimension caractéristique linéaire du corps. Dans ce cas la position 
exacte n’est pas de grande utilité et donc la vérification exacte 
des conditions aux limites sur la surface latérale n’est pas néces- 
saire. Nous exigeons uniquement que soient nulles la projection 
sur l’axe 2 de la moyenne des forces extérieures ainsi que celles des 
moments sur les axes æ et y (ce qui conduit à la position des con- 
ditions aux limites au sens de Saint-Venant). 


(4.8) 
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Le corps étant suffisamment mince (plus loin nous l’appelle- 
rons lame), on peut négliger la variation des contraintes en épais- 
seur. Cette hypothèse est également valable pour les déplacements 
u et tv. 

Reportons-nous à l’une des équations d’équilibre (1.10) du 
chapitre II, à savoir à 

ST A LR D AS 

D ôy  ôz d, 
posant : — + h. La vérification des conditions aux limites pour 
les contraintes T,.et 7, entraine 00./0z = 0. Ainsi, les contrain- 
tes co. elles-mêmes s’annulent sur les extrémités (d’après la posi- 
tion du problème) et, d’après ce qui à été démontré plus haut, 
leurs dérivées s’annulent aussi. Ceci justifie la négligence de leur 
variation en épaisseur dans le schéma de calcul que nous allons 
développer. Reprenons deux autres équations d’équilibre : 

00z + 


zy Otzz Otzy 00y OTyz 
nd A —— — —— —— = (0. 4.9 
x d dy à d de D À à es 


Intégrons chacune d'elles suivant z entre —het k et afin 
d'obtenir des valeurs moyennes (affectées d’étoile) divisons ces 
expressions par 2h : 


1 (0% 1e | 
A ôz dns an (x) PL 
ss (4.10) 
1 dtys 1 k 
À TE qe = — (- = 0. 
= 5 E4 æ 2x ) _h 


—h 


Lors de l'intégration des termes restants nous intervertissons 
l’ordre d'intégration et de différentiation, ce qui conduit aux 
équations 
Or 0 dry | do 0 (4.11) 
De on | 


+ 
006: 


Récrivons maintenant l'expression de ©, (conformément à 
(3.30) du chapitre II): 


ou 0v dv 0w 
= Àl— +— + — 2u — = (. 4.12 
Se Ed EE 


Nous obtenons alors 
> rer (4.13) 


oz À + 2u 
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Servons-nous de (4.13) pour transformer les expressions de 
oz et ©, : 


G, — x (2 +#+2)+n8 


Ôz y = dx 
__2w@ fou, æ\, ou, | 

2. + 2u ox us e ee dx EE) 

De façon analogue nous trouvons 
= 2m fou, 0,00 115 
Sy 2. + 2u e % 4 Pa 0y 0) 

Donnons aussi l’expression de =,, : 

du 90 \ 

es . +] (4.16) 


Intégrons les relations (4.14) à (4.16) suivant l’épaisseur 4 et pas- 
sons aux valeurs moyennes des déplacements et des contraintes : 


c> = Xx* 0 + 2u ous , 
0x 

" a  90* ou* dv* 
c, = AO Qu — LE — — 

d a ôy GE + ôg |” 

: ; (4.17) 

+ u* v* 

1e js ( y 1 dx | 
J* — _2hù  _ __Ev_., 


À + 2u 1—-%* 

L'état étudié est dit état de contrainte plan généralisé. Com- 
parant les équations (4.11) et (4.17) avec les équations (4.4) et 
(4.2) nous voyons qu’elles se confondent (à condition de remplacer 
À par À*). Il ne reste à considérer que les équations de compa- 
tibilité des déformations. Etant donné la petitesse de toutes les 
composantes des déformations (dépendant d’une façon ou d’une 
autre de la variable 2), nous ne retiendrons des équations de com- 
patibilité que la suivante 

Pen pt. (4.18) 
ôy® Ôzx° Ôx Ôy | 


Intégrant cette équation suivant l’épaisseur, passant aux valeurs 
moyennes des déformations et utilisant comme précédemment les 
équations d’équilibre (pour les valeurs morennes des contraintes), 
nous parvenons à l’équation 


A(oŸ + 6*) = 0. (4.19) 
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On peut constater que les équations d’équilibre ainsi que les 
équations de compatibilité des déformations en contraintes sont 
les mêmes pour une déformation plane et un état de contrainte 
plan généralisé (dans le dernier cas on à affaire aux valeurs moyen- 
nes des contraintes). Il en est de même pour les relations faisant 
intervenir les déformations et les contraintes (les relations cor- 
respondantes ne diffèrent que par des constantes). Par consé- 
quent, ces problèmes sont du point de vue mathématique analogues. 

Les problèmes de déformation plane se posent lorsqu’on donne, 
sur la surface cylindrique des corps élastiques, les conditions aux 
limites constantes le long d’une génératrice, la composante o., 
étant nulle. Si le corps (cylindre ou espace à cavité cylindrique) 
est limité, des conditions de type mixte peuvent alors être données 
sur les faces planes, à savoir que les déplacements normaux et les 
composantes tangentielles des contraintes sont nuls. Si l’on veut 
donner sur ces surfaces les contraintes o,, il convient tout d’abord 
de résoudre le problème de déformation plane relatif à un cylindre 
infini et prendre les valeurs de o. (obtenues d’après (4.3)) comme 
conditions aux limites. Bien entendu, les composantes tangentielles 
des contraintes sont comme auparavant nulles. 

Les problèmes de déformation plane et d’état de contrainte 
plan étant bidimensionnels comme leur nom indique, il est licite 
de conduire tous les raisonnements dans une section. Par suite, 
on utilisera toujours pour surface frontière le terme de contour 
et on désignera le domaine par $. 

Les conditions aux limites en déplacements et en contraintes 
se posent tout comme dans le problème spatial général, ‘compte 
tenu du fait que la normale à la surface latérale est perpendicu- 
laire À l’axe z (ce qui simplifie les formules (1.17), chapitre IT). 

On se sert utilement pour la résolution de problèmes plans (en 
contraintes) d’une fonction auxiliaire, dite fonction d’Airy *) 
définie de la façon suivante. Considérons les équations (4.4). De la 
première équation découle l’existence d’une fonction A(x, y) 


telle que 04/0y = o,, 04/0x = — -,,. De façon analogue, de la 
deuxième équation découle qu’il existe une fonction B(x, y) telle 
que 0B]0y — — -,,et 0B/0x = c,. Egalant entre elles les expres- 


sions de +,,, nous Sommes conduits à la démonstration de l’exis- 
tence d’une fonction U(x, y) telle que 


QU ph 00% 


0y 


*) Pour les développements qui suivent il n’est pas essentiel de distinguer les 
problèmes de déformation plane et ceux d'état de contrainte plan. Aussi les étoiles 
dont sont affectées les valeurs des constantes seront-elles omises. 
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Les contraintes s'expriment par U(x, y) de la façon suivante : 
eU ŒU _  dU 


Ce © 


Cr — 9 Cy — 9 SZY 


dy° dx 0x dy 


(4.20) 


Donc, toute fonction, donnée dans le domaine occupé par une 
section du corps élastique et admettant des dérivées secondes, 
définit à l’aide de (4.20) un champ de contraintes vérifiant les 
équations d’équilibre. Reste à considérer l’équation de compatibi- 
lité des déformations en contraintes (4.7). Moyennant (4.20) nous 
arrivons à l’équation 

LL AU , 9 AU |, AU 
ET" Ts "op 


Cette équation est dite équation biharmonique. En vertu de la réci- 
procité des raisonnements nous pouvons conclure qu’à chaque 
fonction biharmonique correspond un champ de contraintes véri- 
fiant les équations d’équilibre élastique. 

Cherchons maintenant l’expression des conditions aux limites 
pour les déplacements et les contraintes à l’aide de Îa fonction 
d’Airy. Récrivons celles des équations (4.2) qui nous sont néces- 
saires : 


ou o°U o°U 
ADD =, 30 Lou — 
Tv du? ? FA 02 ? 
dv ou OU 59 
(ete) où 


Des deux premières équations nous tirons 0 = AU/2(X + u). 
Introduisons en considération la fonction harmonique P(x, y) = 
— AU. Nous avons 


D, du _ ŒU À ___ ŒU |, A+ 2) 
CE Oy° 2(2 + y) Oz? 2(À + L) 
2 
D us C7 LORIE, 1193) 
dy Op 2(À + u) 


Intégrant les relations (4.23) respectivement par rapport à x 
et y, nous trouvons les expressions des déplacements *). 

Considérons un arc élémentaire de longueur ds, de normale n 
dont les cosinus directeurs sont !, m. Désignons par t Ja direction 


*) Des formules commodes et compactes sont obtenues avec des fonctions ana- 
lytiques (cf. $ 2, ch. V). 
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de la tangente à l’arc (telle que le système nt forme un repère 
à droite). On à évidemment les formules 


d 
= cos (t, y) = _… 


d 
: ds 


Portant (4.23) dans (1.6), chapitre IL, nous obtenons 


d { OU d { AU 
he = ——| — |. 4.24 
EL (Sr) y tel À ) 


Ainsi, ayant à résoudre un problème fondamental du type 
deux de la théorie de l’élasticité pour un domaine délimité par un 
contour, convient-il de déterminer dans ce domaine une fonction 
biharmonique vérifiant les conditions aux limites (4.24). Cepen- 
dant, il s'avère utile de transformer ces conditions. À cet effet, 
intégrons (4.24) suivant l’arc. Nous arrivons alors aux valeurs des 
dérivées de la fonction d’Airy par rapport à x et à y, ce qui 
permet de déterminer les dérivées dans la direction de la normale 
et de la tangente au contour. Intégrant la dérivée dans la direc- 
tion de la tangente le long de l’arc encore une fois, nous retrou- 
vons la fonction elle-même. De la sorte, nous parvenons à la 
position traditionnelle du problème dit problème biharmonique : 
détermination d’une fonction biharmonique d’après la valeur de 
celle-ci et la valeur de sa dérivée normale sur le contour *). 

Reprenons les équations de Lamé (4.4), chapitre II. Dans 
la déformation plane, il convient évidemment de poser w = 0 
dans les équations générales. On peut montrer d’autre part que 
dans le cas d’un état de contrainte plan aussi les équations sont 
de même structure (substituant À* à À conformément à (4.17)). 
Ceci permet d’écrire 


06 
GA +He + u Au = 0, 
(4.25) 
Ce) 
(ù + u) + p Ao = 0 (s ++) 
ôy 0x Ôg 
La flexion des lames conduit aussi à un problème biharmo- 
nique. Soit un cylindre élastique mince de hauteur À. Comme 


dans le cas d’un état de contrainte plan, choisissons les axes de 
coordonnées de telle sorte que le plan z = 0 soit médian. Les 


*) Comme dans le premier problème, avec les fonctions analytiques on obtient 
une formulation commode des conditions aux limites. 


19 


290 POSITION DES PROBLÈMES FONDAMENTAUX DE L'ÉLASTICITE  [CH. III 


flèches seront supposées petites. Ceci nous permet de faire les 
hypothèses suivantes. Les normales au plan médian deviennent 
au cours de la déformation normales au plan médian déformé 
(hypothèse des normales droites). Les contraintes 6, sont suppo- 
sées petites devant les autres com- 
posantes. En vertu de l’hypothèse 
des sections planes, les contraintes +,, 
et r,. sont également éliminées de la 
considération. 

Considérons un élément de section 
d’une lame, parallèle, admettons, au 
plan z2 (fig. 16). Soient deux points 
S A et B appartenant à la même normale 
(le point À sur le plan médian et 
le point B distant de celui-ci de 2). 
Le déplacement du point B dans la 
direction de l’axe zx est 

ow 


= — 2 —°. 4.26 
(7) ( ) 


De façon analogue, pour le dépla- 
Fig. 16. ee des points cement dans la direction de l'axe 
hu y nous obtenons 


Le point À ne se déplace pas dans le plan médian par la position 
même du problème, en raison de l'hypothèse des normales droites. 
Les expressions des déformations sont alors 


02w 02w d°w 


E, = —2 Ey = — 2 ay = — 2 + (4.28 
é 8m"  ” a” 77 og (+78) 
Donnons maintenant les expressions des contraintes 
Ez 0d?w dw Ez  0?w 
Oz = — + v y Ty = — ; 
1—-%\| 92 ôg* 1 + v Ôzx ôy 
(4.29) 
Ez 0? 9? 
Oy = — + v 2 |. 
1—v:\| 0y? Oz? 


En vertu de l’hypothèse des sections planes, certains termes ont 
pu être négligés dans (4.29). 

Les relations (4.29) permettent de déterminer les caractéris- 
tiques globales de l’état de contrainte : moments de flexion M, 
et M, et moment de torsion M, efforts tranchants Q, et ©, 
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Fig. 17. Chargement d'un élément de lame. 


s’exerçant sur un élément de côtés parallèles aux axes des coordon- 
nées (fig. 17) : 


h/2 h/2 
E d3w ô2w 
M, = cd: = — ———— CAE 
\ << (+) 
—h[2 — h/2 
_. dw , d2w 
(CE GT ES 
kh/2 
M: — — DD. 93w Fm), 
: Fe É= Er 
—h/2 
h/2 
Mn=— \ -,24:= D(1—, 2% RE 
jé bd Ve 12(1 — y») (4.80) 
—h/2 
h/2 [2 
Q: — \ Tzdlè, Q; — Ty 
—h[2 —h/2 


Orientant l’un des côtés sous un angle arbitraire par rapport 
aux axes des coordonnées, nous obtenons (en accord avec les 
formules (1.14) et (1.15) du chapitre IT) les expressions du moment 
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de flexion f,, du moment de torsion M,-et de l'effort tranchant ©, : 
M, = M + M,m° + 231,,/m, 
M. =(M,, — M,jim + Ml — m°), (4.31) 
Q, = Q.Ù + Q,m. 


Il n’y à aucune difficulté d’obtenir directement, moyennant 
(4.30), la représentation des quantités (4.31) par les dérivées 
de #. 

L'hypothèse de la nullité des projections sur l’axe z de toutes 
les forces conduit à l’équation 


20. 


90. 2 9 
de + > + q=0, (4.32) 


où g (q = 0.) est la charge transversale *). Donnons également les 


équations des moments par rapport aux axes x et 7: 


0x Ôg . | GE 


0M, . | 
— 5 +@=0. (4.33) 


On tire directement des équations (4.33) les expressions des 
efforts tranchants par les dérivées de # : 


=D (te) 


8z | 60  dp 

4.34 

Q,=-D°2f[#v, 2»), n 
Fe AE u| 


Ayant recours maintenant à l’équation (4.32) nous parvenons 
à l’équation fondamentale du déplacement w : 

LE ARE Cd PE (4.35) 
Oz 0y° ôg* D 

Cette équation est dite équation de Sophie Germain. 

Ainsi, la résolution du problème de flexion des plaques se 
ramène à la recherche, dans un domaine coïincidant avec sa 
section, d’une solution particulière d’une équation biharmonique 
avec second membre et de la solution générale de l’équation 
homogène. 


= ——— 
À Av + 2 


+) Sa présence éventuelle ne contredit pas les restrictions admises plus haut, 
car étant donné la petitesse de l'épaisseur de la lame, la grandeur de Ja charge est 
très inférieure aux composantes du tenseur des contraintes retenues dans les rai- 
sonnements. 
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Examinons la position des conditions aux limites. Le problème 
étant considéré dans une position approchée, les conditions aux 
limites doivent aussi être données approximativement. Les efforts 
doivent être déterminés à l’aide des quantités M,, M,- et Q, 
introduites plus tôt, données sur chaque génératrice de la surface 
latérale. On introduit également les valeurs du déplacement w, 
moyennisées en épaisseur, et celles de la dérivée Ow/ôn suivant 
la direction de la normale au contour. 

Nous appellerons premier problème fondamental de flexion le 
problème pour lequel sont donnés le déplacement w et la dérivée 
Ov] On : 


ow 


7 = fs). (4.36) 


x EL 


w(z, y) = fi), 


%» eL 


Quand f, = f, = 0, on dit que la plaque est encastrée. 

La formulation du deuxième problème fondamental, quand sont 
données les caractéristiques de forces, veut une explication préli- 
minaire. L'introduction pour définir l’état de contrainte de carac- 
téristiques intégrales suivant la génératrice, en combinaison avec 
le principe de Saint-Venant, donne lieu à une redistribution des 
contraintes réelles se réduisant au moment ,. (tout en conser- 
vant la grandeur du moment) telle que les forces soient dirigées 
FN de l’axe 2. Ceci ne fera que changer l’effort tranchant de 
0M,.| 05. 

Ceci posé, on peut écrire les conditions du deuxième problème 
fondamental sous la forme 

OMar 


M,=fi(s) Q, + ro Ja(s). (4.37) 


Quand f, = f: = 0, on dit que le bord de la plaque est libre. 
D’autres variantes de conditions aux limites existent aussi. Notons 
que la plaque est dite appuyée si le déplacement w et les moments 
de flexion et de torsion sont nuls. 

Une analogie complète est observée entre le problème plan et 
le problème de flexion des plaques : l’un et l’autre se ramènent à 
un problème biharmonique. L’analogie est encore plus accentuée 
si l’on fait appel à l’appareil de la variable complexe (82, ch. V), 
les conditions aux limites étant également analogues dans ce cas. 

Considérons en dernier lieu encore une question. Plus haut 
ont été formulés les problèmes aux limites pour une équation 
biharmonique. Dans certains cas, dans celui du deuxième pro- 
blème fondamental par exemple, pour un état plan, les constan- 
tes de Lamé ne figurent pas dans la condition aux limites. Cette 
circonstance donne lieu de supposer qu’elles n’exercent aucune 
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influence sur les contraintes recherchées. Cependant ceci n'est 
vrai que pour un domaine simplement connexe. Le fait est que 
dans le cas de domaines multiplement connexes, pour amener la 
résolubilité des problèmes aux limites correspondants, il est néces- 
saire d'introduire dans la solution des termes contenant déjà, 
en général, ces constantes. Cette question sera traitée plus en 
détail par la suite moyennant l’appareil de la théorie des fonctions 
analytiques. 

Ce qui vient d’être dit s’étend assez simplement aux problèmes 
dynamiques et, en particulier, aux problèmes de la théorie des 
oscillations périodiques. Partant des équations de Lamé, il est 
possible d’éliminer une variable. Si l’on recherche une solution 
en contraintes, il ne faut que légèrement modifier les développe- 
ments effectués plus haut. Naturellement, pour les oscillations 
périodiques (de même que pour le cas spatial) il faut que le 
comportement de la solution à l'infini vérifie les conditions de 
rayonnement. À la différence de (1.15). pour le problème plan ces 
conditions sont de la forme 


lim # —0, limŸrR Ére su? ) — 0, 
R—00 R—00 0R 
(4.38) 
_—— s 
lim uw — 0, lim VAR ( — ut) = 0. 


$ 5. Sur quelques représentations spéciales 
(solutions générales) en théorie de l’élasticité 


Etablissons le lien immédiat entre les fonctions vérifiant les 
équations de Lamé (4.4) du chapitre IX et les fonctions harmoni- 
ques. 

Comme on à déjà montré ((4.7), ch. Il), les composantes des 
déplacements sont des fonctions biharmoniques. Comme elles ne 
sont pas indépendantes, les problèmes de l’élasticité ne se ramè- 
nent pas à trois problèmes biharmoniques indépendants. 

Des calculs immédiats montrent que les fonctions de la forme 


D+XZ, oO +yx + 9 +ryx 
(r2 = x? + y? + 2°) (5.1) 


vérifient une équation biharmonique, si © et y sont des fonctions 
harmoniques. 

Compte tenu des relations (5.1) construisons quelques solutions 
particulières des équations de Lamé. Représentons les déplace- 
ments %, tv et w sous la forme 


U= DT TA V= QT TA» U = Ps + LA (5.2) 
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De plus, admettons que les fonctions #7, sont des dérivées par 
rapport à la variable correspondante d’une certaine fonction 
harmonique Ÿ. Récrivant les relations (5.2) 


de ! dt 
u= oo +z "; D=+m%, w = 2, + r + (5.3) 
Ôx L 07 0z 


et portant ces expressions dans le système d'équations de Lamé, 
nous arrivons à une équation unique 


2 9ÿ 1_[ 0qu , pe j Ps | 09 | _ 
ares eo, dy LÉ ) 0, (5-4) 


qui, sous une autre forme, peut être écrite ainsi : 


09 1 [0 , ps y 2). 
dx ar Li ôy + … (5-5) 


Par conséquent, trois fonctions harmoniques arbitraires ®,, 
® et w, et la fonction à déterminée au moyen de celles-ci d’après 
(5.5) fournissent toujours une solution des équations de Lamé. 

Représentons les déplacements comme suit : 


= + —- de), = 9 + (7 — d)4s 
(5.6) 
tv = 93 + (r° Fe a*) 43 


où a est une constante. Nous supposerons d’autre part que les 
fonctions Y,, %+ %: SOnt comme auparavant les dérivées d’une 
fonction harmonique , c’est-à-dire 


at (tant eg + (rt a 5, 


(5.7) 
3 o1 04 


Portant les représentations (5.7) dans les équations de Lamé 
nous obtenons *) 


HN DUR + +) = 
2 + 4 + (8 + 2x) = 0. (5.8) 


*) Le second membre de l'équation obtenue est, en général, une grandeur cons- 
tante que nous poserons nulle. 
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Les deux autres équations s’écrivent de façon analogue. Ici sont 
introduites les notations suivantes : 

ÿ 0» 1 ot ? 

OH ER, pr + y 

Ux y ü= L ox y 


A jé ot 
A . RAA = LA 
l Uz or 


Ramenons les équations (5.8) à la forme 


Où 1 — 2: 1 1 
TE LC — —( (5.9) 
or 3 — 4v 3 — 4v 2 


et, admettant les angles conventionnellement donnés, considérons 
(5.9) comme une équation différentielle ordinaire par rapport à 
r, et non comme une équation à dérivées partielles. Sa solution 
générale sera dans ce cas 


= — : rente dr ( = sa) (5.10) 


6 — 8v 3 — Av 


Considérons un autre procédé de représentation de la solution 
générale des équations de Lamé à l’aide des fonctions harmoni- 
ques. Utilisons la représentation suivante [82] 


u = grad (o + rÿ) + By, (5.11) 


où B est une constante devant être déterminée, r un rayon 
vecteur, © et W des fonctions, l’une scalaire et l’autre vectorielle. 
Appliquant aux deux membres de (5.11) l'opérateur rot rot, nous 
obtenons 


rot rot u — B(grad div ÿ — Av). (5.12) 
Appliquant maintenant à (5.11) l’opération div, nous trouvons 
div u = Ao + r A + (2 + B) div . (5.13) 


Pour déduire les relations (5.12) et (5.13) on à utilisé les identités 
rot grad = 0, rotrot = grad div — A. 


Portant les relations (5.12) et (5.13) dans (4.4) du chapitre II, 
nous obtenons compte tenu des forces massiques 


(À + 2u) grad (Ag + r Aÿ) + 
+ [(A + 2u)(2 + B) — u.B] rad div ÿ + (2 Aÿ + " —0. (5.14) 


Exigeons que chacun des termes dans (5.14) s’annule, alors 


SE (515) 
Bu Bu 
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et la constante B devra vérifier l’équation 


[(A + 2u)(2 + B)—41B]=0 (B——A(1— 7) 
Compte tenu de cette relation, (5.11) devient 
u = grad(? + rÿ) — 4 (1 — »)ÿ. (5.16) 


Une telle forme d'écriture du déplacement s’appelle représentation 
de Papkovitch-N'euber. 

Posant les forces massiques nulles, nous obtenons que les fonc- 
tions ® et W vérifient les équations de Laplace 

Ao = 0, A = 0, (5.17) 

c’est-à-dire que les fonctions + et W sont harmoniques. 

Remarquons que dans la littérature sont connues d’autres 
représentations des déplacements par des fonctions harmoniques. 
Par exemple, la substitution immédiate ©, — © + rÿ conduit à 
une autre forme, souvent utilisée également, de la représentation 
de Papkovitch-Neuber 


u — grad ® — 4(1 — v)ÿ. (5.16’) 
Montrons que représentant les déplacements par des fonc- 
tions harmoniques comme indiqué plus haut on arrive dans cer- 
tains cas à ramener les problèmes aux limites de l’élasticité 
à un ensemble de problèmes aux limites qu’on résout indépendam- 
ment (ou successivement) pour des fonctions harmoniques. 

Utilisons les représentations (5.3) pour la résolution du problè- 
me d’un corps élastique occupant le demi-espace x < 0. Soient 
donnés sur sa frontière les déplacements F,,(y, 2), F,(y,z) et 
F,.(y, 2). Ayant recours aux expressions (5.3) nous aboutissons au 
problème de Dirichlet pour les fonctions #,, ® et ®,: 

PT, Y> 20 = FizY, 2) Ts 9: 2)0 = F9, 2), 
(5.18) 
Pa(T; Y; £)|2-0 — F,.(y, £). 

Après avoir déterminé ces fonctions conformément à (6.5) du 
chapitre I, nous trouvons les expressions de 0d/0x et ensuite celles 
de , 04/0y et 04d/0z. Le problème se complique un peu lorsque 
sur la surface sont données les contraintes F,.(y, 2), F,(Y, z) et 
F,,(y, 2). Dans ce cas, conformément à (3.30) du chapitre II, nous 


obtenons 
— og{(?u L_p ST j 
c, = 26 (+0) = Pt, 2, 
[9 Ô 
Try = G É + a) a F'oY z), (5.19) 
y UE 4 £=0 
du dw 
=. === + — = }, 2). 
” dE + a). o(Y; €) 
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Introduisons en considération trois fonctions harmoniques w,, 
2, w4 qui admettent sur la surface (dans le plan z = 0) les 


valeurs 
1 
G 
Utilisant la représentation (5.3) nous arrivons aux égalités sui- 
vantes : 


1 1 
F,,(y; 2); TE d'ay: 2), Fay 2). 


0 0 
2% +201 — = à, 
z GE 


(5.20) 
Ip | 0Pe | 94 Dm des , 9 
Oy 0x ‘y Pe oz 5 Ôx + Üz Pa 
valables en tous les points de cette surface. Les expressions figu- 
rant dans les parties de gauche et de droite de (5.20) sont valeurs 
limites de fonctions harmoniques dans le demi-espace, de sorte que 
les égalités elles-mêmes s'avèrent valables dans tout le demi-espace. 
Dérivant la première égalité par rapport à x, la seconde par rap- 
port à y et la troisième par rapport à = ct les ajoutant, nous 
avons 
QUO ne 0%n ee) ep fi 0 
= ( | le à DA = 
den Jos dw; : 
= — + << + —-: 0.21 
dx + y + Oz fe ) 
Pour la déduction de la relation (5.21) on a tenu compte de ce que 
toutes les fonctions », et Ÿ sont harmoniques. Utilisant en outre 
la relation (5.5), nous obtenons 
8 ___ 1 f de ds. , Jos | 5 29 
Gé aes De) 

Nous trouvons ensuite les fonctions 04/0zx et % et enfin les 
fonctions ©, et o:. 

Remarquons que dans certains cas très importants on arrive à 
obtenir d’une manière relativement simple les solutions des 
problèmes harmoniques pour le demi-espace. Admettons que 
toutes les composantes des contraintes tangentielles s’annulent 
sur la frontière et que la composante normale est partout nulle, 
sauf en l’origine des coordonnées. Comme les composantes tan- 
gentielles sont F,,(y, z) = F,.(y, z) = 0, les fonctions «, et oo, 
sont identiquement nulles. La fonction «,, elle, est choisie sous 
la forme 


ee (5.23) 


rè 
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Cette fonction est harmonique et vérifie la condition aux limites sur 

toute la surface, excepté l'origine des coordonnées, où elle admet 

une singularité du deuxième ordre. La constante À est pour le 

moment arbitraire. De la relation (5.22) nous trouvons 4 — A/(2r). 
I1 découle ensuite de la première équation (5.20) 


ren —2) À = 40 — :)<Z, 
T Tr 


0x 2 
d’où 
n=— AU -v)—- 
r 
De la seconde équation de (5.20) nous tirons 
D {20 
dx 2r° 
et, par conséquent, 
n — — À l1 — 2 = Le 
F2 D 2r(r — x) 


D'une manière analogue, nous obtenons 


Ds = —A(1 — 2v)——. 


2r(r — 2) 


Ecrivons les expressions définitives des déplacements et des 


contraintes 
A 1 x 
au —= + [20 a ee = | 
r=+[-a-2 ) —1 
2 r(r — x) r° 
(5.24) 
A z2 
o=+[-a-21 = l 
r(r — x) F” 
E 4 
6ô = A(1 — 2) FE 
zx? z°y x°z 
Cry = 3GA—r Ty = 8GA——: 7,, = 8GA —; 
rs rs rÊ 
, = 364 [e ” me er r 5 . mr || 
r(r— x = 
(5.25) 


à = 364 [e-NSEEE 2 |L 
rs 3 rS(r — x) r(r — x? 


_ _2yz (1 — 2v) zg(2r —z)|. 
Le 364 | nt 3 ae —» | 
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Donnons une interprétation physique à la solution que nous 
avons élaborée. Considérons une demi-sphère de centre en l’origine 
des coordonnées et déterminons le vecteur résultant des efforts 
P(P,, P,, P,) s'’exerçant sur sa surface. Par raison de symétrie, 
seule la composante suivant l’axe x est non nulle, sa grandeur se 
déterminant par l'intégrale 


P:— \\ 2 + 7m + TN) dS = 


= — 3GA nr dS = —2rGA. (5.26) 


Puisque sur toute la partie plane de la frontière, à l’exception de 
l’origine des coordonnées, les contraintes s’annulent, il est naturel 
d'interpréter la solution obtenue comme celle d’un problème con- 
cernant l’action sur un demi-espace d’une force concentréc dirigée 
le long de l’axe x. Afin de rendre cette force unitaire, il est néces- 
saire d'opérer une normalisation, posant À — — (27G)71. La solu- 
tion obtenue est dite solution de Boussinesq. 

D'une manière analogue, posant ©, = w, = 0 et æ, — Ax/ri, 
on peut obtenir la solution correspondant à une force dirigée 
suivant l’axe y. Par permutation cyclique d'indices il est aisé 
d’obtenir la solution dans le cas d’une force dirigée le long de 
l’axe :. Dans le $ 2 du chapitre IV ces solutions sont généralisées 
au cas où le corps élastique représente un cône circulaire. 

Considérons les problèmes de l’élasticité pour une boule et un 
espace à cavité sphérique. Désignons par a le rayon de la boule 
ou de la cavité sphérique et servons-nous de la représentation 
(5.7). Dans les deux problèmes, quand sur la surface sont donnés 
les déplacements, l’utilisation de cette représentation conduit à 
trois problèmes aux limites de Dirichlet pour les fonctions o,, 
® et ©, d’après lesquelles on reconstitue la fonction Q. 

Le problème est beaucoup plus compliqué quand sont données 
les contraintes sur la surface, quoique les raisonnements restent en 
grande partie les mêmes que pour un demi-espace. 

Limitons-nous à l'élaboration d’une solution particulière. 
Considérons un domaine qui remplit tout l’espace excepté un 
voisinage de l’origine des coordonnées compris à l’intérieur d’une 
sphère de rayon arbitrairement petit. Nous allons raisonner à 
l’aide des représentations (5.7), posant dans celles-ci a = 0. L’ex- 
pression de à sera prise sous la forme 


1 É 110 1 9: 1 09 = 
= — Vi V1 + — —— Fe .l 
Ÿ RS TS \r (++) 229) 
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Choisissons les fonctions ®, = Àjr, ©, — », — 0, où la constante 
A est pour le moment arbitraire. Dans ce cas 


? 
Va] 
d — À Tr" r° 2 A 2. 
6 — 8v rà (6 — 8v)(2 — vw) r? 2(5 — 6v) r° 
9 
Donnons les expressions des déplacements et des contraintes 
correspondant à la solution considérée : 


(5.27) 
x x: 
r = C Dar 20 — Sera ? 
(9-5) 
r r 2. — 1 
2 : 
6, =— 2uCz af ul _ __# 
Fr? r 1+H 
2uC s Ÿ* 
rs r + u 
2 : 5.2 
 —— uCy [af ze), (5.28) 
rs r 12+u 
.#f(4 
F r + 
6GuC 34A 
Ty = — ——— LYÈ = — à 
rm 2(5 — 6v) 


Déterminons maintenant le vecteur résultant des efforts 
P(P,, P,, P,) s’exerçant sur la surface sphérique (par raison de 
symétrie, ses projections P, et P, sont nulles). Quant à la com- 
posante P,, elle se détermine par l'intégrale 


PR INE : Na bo rm (5.29) 


5 — 6v r° 1 — 2v r\ 5 — Gv 


La solution obtenue sera interprétée comme celle d’un problème 
sur l’action d’une force concentrée sollicitant l’espace (à l’origine 
des coordonnées) dans la direction de l’axe x. Pour que cette force 
soit unitaire, il est nécessaire de procéder à une normalisation, 
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posant 


= 5 — 6v = A+ | 
: 24G(1 — v}= 8ru(À + 2u) 


Considérons maintenant le problème pour un demi-espace, 
quand sur une partie de la frontière $ sont données les contrain- 
tes tangentielles et la composante normale des déplacements, et 
sur la partie restante toutes les composantes des contraintes. Par 
superposition de la solution particulière du deuxième problème 
fondamental pour un demi-espace on peut ramener le prohlème 
au cas où les contraintes tangentielles sont nulles sur S et la 
composante normale des contraintes est nulle en dehors de $. 
Abordons le problème dans cette dernière position, soit 


Tyz = Fey = 0, Cz = 0 (gésS), 


u=f(g) (ges). 


Reportons-nous à la représentation (5.3). De la nullité des 
contraintes tangentielles découlent (en vertu des deux dernières 
équations (5.19)) les égalités valables pour tout le demi-espace : 


(5.30) 


Dee GENS os à a+); (5.31) 
dx GE oz 0g 


Dérivant la première de celles-ci par rapport à =, la seconde par 
rapport à y et ajoutant, nous obtenons 


03. 0%(p + Ÿ) Pps_ | 9 + Ÿ) _ 39 
Ôx dz T gs? bu 0 ETC ” 92) 


Tenant compte du fait que les fonctions w, et d sont harmoni- 
ques, ramenons (5.31) à la forme 


9 | ds __ An +) des | _ 0. 5.33 
| CE on >. | L Fe 


intégrant la dernière égalité et supposant la constante d’intégra- 
tion nulle, nous aboutissons à la relation 


0Ps ps __ + Ÿ), 5.34 
oz Es ôg ôx 88) 


Portant alors (5.34) dans (5.5), nous obtenons 
Re (+ Fe on | (5.35) 
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Intégrant à nouveau et supposant encore la constante d’intégra- 
tion “nulle, nous aboutissons à la relation 


2(1 — v)d = — 0.. (5.36) 
La première relation (5.20) permet d'écrire 
2G Cr LE ] _. (5.37) 
1—v Oz 


Donc, la condition de nullité des contraintes 6, sur le complé- 
mentaire de $ s’avère équivalente à la condition 


An 0. (5.38) 


Rappelons que la dernière condition (5.30) est de la forme 


P = Jf(4) (ges). (5.30°) 


Ainsi, le problème formulé plus haut s’est ramené à un problème 
mixte de la théorie du potentiel qui consiste à déterminer, dans 
un domaine, une fonction harmonique, connaissant sur une 
partie de la surface la fonction elle-même et sur la partie restante, 
sa dérivée normale. Remarquons que la formule (5.37) permet de 
déterminer sur $ les contraintes o, (qu’on appelle pression de 
contact). On voit que le problème de la pression d’une étampe lisse 
sur un demi-espace s’est ramené à un problème mixte. 

Donnons la position d’un autre problème, mathématiquement 
équivalent au problème considéré. Soit dans l’espace, sur une 
partie $S du plan æ = 0, une coupure dont les bords sont sollicités 
par des contraintes normales identiques *? 


O2 +0, Y, 2) = 6,(—0, y, z) — f(a)- (9.39) 


Par raison de symétrie, sur tout le plan x — 0 les contraintes 
tangentielles s’annulent, et en dehors du domaine $ sont nuls 
les déplacements “. Ainsi, nous avons à nouveau un problème 
mixte de la théorie du potentiel 


pm =0 (géS), _ —_ — c{+0,%,z) (geS). (5.40) 


*) Le cas général peut être ramené au cas considéré à l’aide d’un potentiel élastique 
distributionnel de couche simple (cf. $ 1, ch. VII). 
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Les raisonnements suivants permettent d’établir une analogie 
complète entre le problème de contact et le problème relatif à 
un domaine comportant une coupure (analogie des problèmes 
sur les fissures et les étampes). Considérons le problème de contact 
dans le cas où sur la surface $ est donné un déplacement ”,(q). 
Notons æ; la fonction correspondant à vo, et construisons une 
nouvelle fonction harmonique 


ô + 
pit, (5.41) 


En dehors de la surface S, la fonction o;* satisfera les mêmes 
conditions que dans le problème de la coupure (conditions (5.40)). 
Sur #$, les conditions seront les suivantes : 

*& & e * n 3 
gi _ dm _ n_. de }= — A'o*. (5.42) 
y? Ôz° 
Donc, si l’on définit la fonction o; de telle sorte que l'expression 
GA'or/(1 — v) soit égale aux contraintes 6,(+0, y, z) données 
aux bords de la coupure, alors les fonctions harmoniques corres- 
pondantes o; et o/* seront liées entre elles par la relation (5.41). 

Nous terminerons l'exposé sur les représentations spéciales 
des problèmes statiques de l’élasticité en examinant un cas parti- 
culier, relatif à la présence d’une symétrie axiale. Rappelons la 
représentation de Papkovitch-Neuber 


u— grad (o + rs) — 4(1 — v)y. (3.16) 
Nous considérerons un repère cylindrique p, ®, z et nous noterons 


L, Le et L.les projections du vecteur Ÿ sur les axes de coordonnées 
correspondants. Dans ce cas 


Ÿ, = ÿ, cos op — d,siny, d,— %,sinp + Ÿ, Cos y, (5.13) 
(TP — Ya 
Comme la solution ne doit pas dépendre de l’angle ®, les pro- 
jections ,, d, et Ÿ., ainsi que la fonction + ne doivent dépendre 
de l’angle © non plus. Le produit scalaire des vecteurs r et W est 
égal à 
rÿ — TYz + YŸy + CAR — PŸe DE 2%. 
Compte tenu de (5.16), il s’avère possible de représenter les 
déplacements en coordonnées cylindriques sous la forme 


u, = 4(1 — v)}, — a (Pb + 28, + 9) 


(5.44) 
ue 4 — vb = 401 — ve — (pds + 2h + 9). 
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Il découle de ces formules qu'un état de contrainte à symétrie 
axiale peut être représenté comme la somme de deux états. Dans 
le premier cas seule la composante des déplacements u, est non 
nulle (seule la fonction Ÿ, # 0). Dans le deuxième cas la défor- 
mation n’a lieu que dans le plan méridional (Ÿ, = 0). Le premier 
cas est un problème de torsion, le second, un problème à symétrie 
axiale. 

I] s’avère utile de simplifier les expressions des déplacements 
et des contraintes dans le problème à symétrie axiale, posant 
%, = 0. Nous avons 


rs … : _ 
É p n (5.45) 
18 — _ 70 _ de. 
u, = (8 — Av), — 2 <E €; 
(2G)-10, = 2(1 — v) 2e , he 
oz 92? 922 
(5.46) 


Don 0, o. 0ù 0% 
26) 4%, = À [a 2)ÿ, — 2 À &| 


Les fonctions Ÿ, et p étant des fonctions harmoniques en coor- 
données cylindriques, elles vérifient l’équation 
02 1 9 92 


ÉD er = (. D.4 
ap p dp + 02? s Soi 


Envisageons en outre le problème à symétrie axiale dans un 
repère cylindrique (r, 6, o). Puisque p = rsin 6 et z = cos 8, 
on à 


ph + 24, = r(d, sin0 + Ÿ, cos6) = r4,, (5.48) 


où Ÿ, est la projection du vecteur + sur l’axe r. Pour les dépla- 
cements nous obtenons alors les représentations 


u, = 41 — he — (re + 9), 
(5.49) 
ue = A(L — vo — + (rd, + 9). 


Nous avons exposé les possibilités qui s'ouvrent lorsqu'on 
utilise pour la résolution des problèmes de la statique des repré- 
sentations des déplacements à l’aide de fonctions harmoniques. 


20 
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Dans les problèmes de la dynamique, les représentations des 
déplacements à l’aide de fonctions d’onde jouent un rôle non 
moins important. Nous partirons des représentations suivantes : 


u = grad ® + rot , (5.50) 
où la fonction scalaire ® vérifie l’équation d’onde 
; 1, 
A = -L 2 C = Er ) (5.51) 
a 08 p 
et la fonction vectorielle w, l’équation d’onde 
LL 1 dy a He Va ne. 
Av =  n (o = [#] | (5.52) 


D'autre part, la fonction ÿ admet une divergence nulle. 

Par substitution immédiate dans les équations de Lamé (4.4), 
chapitre II (compte tenu des termes dynamiques), qu’il est com- 
mode de ramener préalablement à la forme 


(À + 2u) grad div u — u rot rot u — pa 
moyennant l’identité 
À = grad div — rot rot, 


nous nous assurons de la validité du développement (5.50). 

La fonction scalaire ® décrit la propagation d’une onde, 
accompagnée d’une variation du volume de particules de la sphère, 
mais en l’absence de rotation, car 


rot grad ® — 0, div grad ® & 0. 


Les ondes correspondant à ce terme se propagent à la vitesse 
a et sont appelées ondes d'extension ou ondes longitudinales, a 
est la vitesse de propagation d’ondes longitudinales et ®, le poten- 
hiel scalaire d’ondes longitudinales. 

La fonction vectorielle ÿ décrit la propagation des ondes à 
la vitesse b, accompagnée d’une rotation des particules, sans varia- 
tion du volume, puisque 


rot rot Wÿ # 0, div rot à = 0. 


Ces ondes sont dites ondes de cisaillement ou ondes transversales 
et la fonction , potentiel vectoriel d’ondes transversales. 
Considérons le cas particulier d’une déformation plane avec 
un déplacement w — 0. La fonction ® sera alors une fonction 
scalaire de trois variables x, y et {. Quant à la fonction vectorielle 
Y, elle sera toujours dirigée suivant l’axe z, aussi est-il commode 
d'introduire une fonction scalaire & au moyen de la relation 


dx, y, t) = dx, y, Dh, (5.53) 
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où k est un vecteur unité dirigé le long de l’axe z. Dans le cas 
plan, les équations correspondantes pour les fonctions ® et 
s’écrivent 


1 070 £ 
A® — 2e ? (5.54) 
mere 1 9% LE . 


Dans le cas d’une déformation dite antiplane, lorsque « = v = 0 
et le déplacement w = w(x, y, t), l’équation de Lamé se simplifie 
et prend la forme 
how, 

b en 


Donc, dans le cas général, les problèmes dynamiques pour 
un milieu élastique se ramènent à la détermination de quatre 
fonctions d’onde. Pour lever l’indétermination, il y à lieu d’intro- 
duire une condition complémentaire, div ÿ — 0 par exemple. 
Cette condition peut être remplacée par une autre, compatible 
avec les conditions du problème, grâce au fait que le vecteur 
peut être choisi au gradient d’une fonction arbitraire près. Il 
faut dire que la représentation (5.50) s’avère très peu commode 
dans le cas tridimensionnel, quand on introduit pour construire 
la solution un repère curviligne. Comme l'équation vectorielle 
écrite en projections sur les axes de coordonnées donne en général 
un système d’équations lié pour les projections du vecteur, on 
aura à résoudre conjointement les équations de ce système scalaire. 

Envisageons une autre représentation du deuxième terme de 


(5.50) : 

ÿ = rot (4,k) + rot rot (4.k), (5.57) 
où les fonctions 4, et 4, vérifient l’équation d’onde (5.55) qu’on 
devra considérer comme deux équations scalaires. 

Faisons l’étude des problèmes à symétrie axiale (l’axe z est 
axe de symétrie ; la torsion est supposée inexistante) : 


D—O(r,z,t), di —0, Ÿe — do(r, 2; t), 


Aw = (5.56) 


(5.58) 
Tes —= Ter — 0, Ue = 0. 
La formule des déplacements s'écrit 
u = grad ® + rot o F5 es), (5.59) 
r 


où es est le vecteur unité dirigé suivant la coordonnée 6. Si, au 
contraire, le corps est soumis à une torsion, on à 


D—0, di = Wir, zt), de = 0 (5.60) 
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et sont différentes de zéro seules les grandeurs %, ce,, ce. La for- 
mule des déplacements dans ce cas est la suivante : 


u = rot (,k). (5.61) 


Utilisant la représentation des déplacements à l’aide de (5.57), 
nous avons 


u = grad ® + rot (4,k) + rot rot (d.k). (5.62) 


La structure de cette expression montre que dans le corps peuvent 
se propager deux types d'ondes transversales. Le potentiel td, 
détermine une onde qui se propage suivant l’axe y et à un dépla- 
cement dans la direction de l’axe z, et le potentiel 4., une onde se 
propageant dans la même direction y, mais admettant un dépla- 
cement dans la direction de l’axe z. 

Dans un repère sphérique (r, 6, )ilest commode de représenter 
le vecteur des déplacements sous la forme 

u = grad ® + rot (rd.e,) + rot rot (rd.e,). (5.63) 

Examinons un procédé de construction des solutions des 
problèmes de l’élasticité spatiaux dans le cas général, à l’aide des 
solutions plus simples, planes par exemple [95]. Le procédé que 
nous allons décrire s’appelle méthode des superpositions. Outre un 
repère cartésien (zx, y, z) fixe, nous introduisons en considération 
un repère mobile (X, Y,z2) qui s’obtient du système (x, 7,2) par 
rotation d’un certain angle À autour de l’axe z : 

X = x cos À + y sin À — 7 cos (? — À), 
(5.64) 
Y = — x sin À + y cos À = 7 cos (0 — À). 

Soit dans le repère (X, Y,2) une solution des équations de 
l’élasticité, ne dépendant pas de Y, et supposons le vecteur des 
déplacements situé dans le plan 2. Désignons les composantes 
du vecteur des déplacements, celles du tenseur des déformations 
et du tenseur des contraintes respectivement par uÿ(X, z, f, À), 
EX, 2. t, À), où(X, 2, t, À). Les expressions 


ul — \ UUZX, 2, 1, À) dx, 


7 
r 


\ OX, 2, t, À) dà, (5.65) 


7% 
u 


ee \ SULE, 2, t, À) 


7 


1 
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constituent alors la solution d’un certain problème spatial. En 
effet, étant une superposition de solutions des équations du mou- 
vement (dont la forme ne dépend pas du choix du repère par suite 
de leur nature tensorielle), elles représentent une solution. En 
particulier, siles fonctions «ÿ, ef, o?, ne dépendent pas de À, les 
formules (5.65) fournissent la solution d’un problème à symétrie 
axiale. En projections sur les axes r, o, 2: nous obtenons 


ul = 21 w%(r cos w,z, t) cos w dw, ul = 0, 


8 
Ho 
* 
oO 
© 
U: 
€ 
1 
Ki 
TZ 
a 
€ 
vw 


(5.66) 


<.(r cos w, 2,1) de, Ti. = 0, 


cl = 2\ or cos w, 2, t)do. 


Il convient de noter que ce n’est que dans des cas très parti- 
culiers (un demi-espace, une couche) qu’on arrive à établir une 
correspondance explicite entre les conditions aux limites d’un 
problème plan et d’un autre à symétrie axiale et qu’on puisse par 
suite se servir de la solution d’un problème plan pour exprimer 
celle du problème à symétrie axiale correspondant. Dans certains 
cas, cependant, ayant à résoudre un problème à symétrie axiale, 
on se sert utilement des représentations générales du problème plan. 
On trouve dans la littérature l'application de la méthode des 
superpositions pour des problèmes statiques à symétrie axiale 
et, en général, pour une certaine classe de problèmes spatiaux. 


$ 6. Sur les forces concentrées 


Pour les développements de la théorie de l’élasticité on a utilisé 
essentiellement l’hypothèse de la petitesse des déformations, ce 
qui à permis de négliger, dans leurs expressions par déplace ments, 
les termes du deuxième ordre de petitesse. Or, il serait inté- 
ressant de rejeter cette hypothèse et d’examiner les solutions 
des équations d'équilibre élastique qui donnent lieu à de grandes 
déformations (de telles solutions sont de grande utilité pratique 
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si l'interprétation physique est correcte). Admettons qu’une charge 
s’exerce dans une région de la surface du corps, petite en compa- 
raison des dimensions de celui-ci; on demande de déterminer 
l’état de contrainte et de déformation en des points suffisamment 
éloignés de cette région. Si, dans telle position rigoureuse, la 
construction effective de la solution est difficile, il faut passer à 
des conditions idéalisées, en remplaçant la charge par un système 
de forces tel qu’il assure la nullité des contraintes extérieures sur 
toute la surface, sauf en quelques points où les contraintes sont 
supposées illimitées. Nous allons caractériser cette croissance illi- 
mitée par les efforts s’exerçant sur une surface auxiliaire choisie à 
l’intérieur du corps élastique et émergeant à la frontière de telle 
sorte que le point singulier se trouve à l’intérieur de la partie de 
la surface frontière découpée par cette surface. On dit qu’au point 
donné est appliquée une force concentrée de grandeur donnée. 

Dans cette approche, se pose naturellement la question de 
l’unicité de la solution limite trouvée (nous reviendrons plus loin 
sur Cette question considérant à titre d'exemple une force concen- 
trée située à l’intérieur de l’espace). Signalons dès le début 
un « défaut » de la solution de problèmes avec la donnée d’une 
force concentrée. Cette solution présente cette particularité que le 
déplacement au point d’application de la force concentrée est infini 
et les déplacements aux autres points sont limités et décroissent 
à mesure qu’on s'éloigne du point singulier. Aussi existera-t-il 
une zone dans laquelle la solution en déplacements n’est plus 
unique, en Ce sens que deux points distincts viennent en un 
même point au cours de la déformation, ce qui est dénué de sens 
physique *). 

Il est clair que ces remarques ne concernent pas le cas où la 
solution fondamentale des équations de Lamé est élaborée for- 
mellement pour une force concentrée, puisque dans toutes les 
constructions ultérieures on utilise non pas la solution obtenue, 
mais son produit par un volume élémentaire ou une surface élé- 
mentaire, ce qui conduit à des contraintes finies. 

Considérons le problème suivant. Soit dans un espace élastique 
un domaine D dans lequel les forces massiques P(q) # 0. On 
demande de trouver la solution explicite de ce problème. D’après 
(5.16) nous chercherons la solution de ce problème de l’élasticité 
sous la forme de Papkovitch-Neuber 


u— grad (9 + rÿ) — 4(1 — v)W, (6.1} 
*) On peut expliquer la présence de contraintes illimitées par la formation 


d’une zone de déformation plastique n’influant pas sur la distribution des contraintes 
à une certaine distance du point d’application de la force. 
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où les fonctions o(g) et d(qg) doivent vérifier les équations de 
Poisson 


A = arP, (6.2) 
A = — aP (- — | (6.3) 


La solution de ces équations s’écrit sous forme explicite à 
l’aide du potentiel de volume (cf. (6.32), ch. 1) 


r(q)P(q) P(q | 

22 TL AdQ, W(q) = — 20. 6.1 

?(9) À R(q, q”) (9) «| R(q, 9?) SA) 
D D 


Admettons maintenant que le domaine se rétrécit pour ne 
devenir qu’un point, mais le vecteur résultant des forces massi- 
ques P(q) ne change pas. Le problème posé s’énonce mathéma- 
tiquement comme l’ensemble des problèmes suivants. Soient 
dans l’espace des domaines emboités D,(n = 1,2, ..., co), solli- 
cités chacun par les forces massiques P, (distribuées à l’intérieur 
du domaine concerné). Pour ces domaines on a l'égalité 


\ P,(q) 4Q = P, (6.5) 


D, 
où P est un vecteur constant. Pour des raisons mathématiques. 
exigeons en outre que sur la frontière du domaine D, les forces 
s’annulent, ainsi que leurs dérivées secondes. 

Cherchons à établir l’unicité de la solution limite, indépendam- 
ment de la forme des domaines choisis et du caractère de la dis- 
tribution des forces massiques [105]. Pour assurer l’unicité de 
la solution, on doit demander en outre que 


lim \ |P,(4)| 4Q < oo. (6.6) 


D, 
Conformément à la représentation (6.4), la solution de Papko- 
vitch-Neuber pour chaque numéro # se représente à l’aide des 
fonctions 


r(g)P,(P, q) P,(p, q) ad 
ea(p) = à | 10P mp =—e( an (67 


» D, 


Nous supposerons par la suite que les domaines D, se resserrent 
en un point, situé pour plus de simplicité à l’origine des eoor- 
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données. Considérons la solution donnée par les fonctions *) 
P 
T(P) 


avec une singularité à l’origine des coordonnées (on l’appelle 
solution de Kelvin-Somigliana). 
Formons la différence 4, — W, et estimons-la : 


Wa(P) — Yitr)| = 
\P.0 | ]ae +5 [\r.0 aa — |} (6.9) 
D D 


Po(P) = 0, WP) = — « (6.8) 


= 


R(P, 9) r(p) 


où »p est un point fixe, différent de l’origine des coordonnées et 
situé en dehors de 1),. Majorons les intégrales figurant dans le 
second membre de (6.9). La première est majorée par l’intégrale 


1 1 
P, (9); — 
\ Pi D 7 


aQ, (6.10) 


la seconde tend vers zéro en vertu de la condition (6.5). L’inté- 
grale (6.10) à son tour est majorée par l’intégrale 


= \ |P,(a)l dQ. (6.11) 


«max —— 
R(p, 4)  r(p) 
D 


Comme le point q tend vers l’origine des coordonnées pour n —> 
alors 1/R(?p, q) — 1/r(p) et en vertu de la condition (6.6) nous 
obtenons que ww, —> W,. D'une manière analogue on démontre 
que ®, —> ©. Dans [105] sont construits des exemples qui montrent 
que sans la condition (6.6) le processus limite peut aboutir à 
d’autres solutions. Remarquons que la condition (6.6) est auto- 
rmatiquement satisfaite s’il est connu, par exemple, que toutes 
les forces massiques agissent dans une même direction. 

Donc si l’on veut utiliser dans le schéma de calcul les forces 
concentrées, on doit connaitre la structure réelle des forces mas- 
siques dans le domaine concerné (du point de vue de la réalisa- 
tion de la condition (6.6)). La notion de force concentrée s'avère 
également utile dans les problèmes où l’on donne une charge 
distribuée sur une petite région OS de surface. On passe alors à 
la limite pour 0S—+ 0 et le vecteur résultant des efforts constant **). 


*) Sous une autre forme cette solution est obtenue au $ 5. 
+) Si c’est le moment de forces qu’on supposera conserver sa valeur constante, 
on parvient alors à la notion de moment concentré. 
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Pour le demi-espace, un tel passage à la limite s’effectue directe- 
ment à partir des formules donnant l'expression de la solution 
pour des conditions aux limites arbitraires. Cette solution s’ap- 
pelle solution de Boussinesg (cf. $ 5). Une condition équivalente à 
(6.6) est évidente. Par contre, dans le cas d’une surface curvili- 
gne*) la construction des conditions correspondantes est relative- 
ment complexe. Mais si elles sont satisfaites, la solution (en 
contraintes) admettra la même singularité de deuxième ordre 
que la solution de Boussinesq et en outre une singularité d’ordre 
moindre, déterminée par le degré de tangence du plan tangent à 
la surface (au fait, par les rayons principaux de courbure). Remar- 
quons que pour un degré suffisamment élevé de tangence ces 
termes peuvent disparaitre. Les termes retenus de la solution sont 
réguliers. 

De ce qui précède ressort que caractériser un point singulier 
dans le corps ou à la surface rien que par la grandeur de l’effort 
(ou du moment) ne suffit pas pour assurer l’unicité de la solution. 
La singularite de la solution doit être ou bien donnée «a priori 
ou alors, après avoir trouvé la solution, on doit effectuer un pas- 
sage très délicat à la limite (un exemple en est considéré au $ 2 
du chapitre VI où est étudiée la déformation d’un coin chargé 
par un moment concentré). 

Nous avons vu que la notion de force concentrée était utile 
dans certains problèmes aux limites. Nous n’avons pas mentionné 
explicitement que les méthodes numériques (méthodes variation- 
nelles, méthodes d’équations intégrales, etc.) en peuvent bénéfi- 
cier également. Le fait est que certains types de conditions aux 
limites (contraintes importantes sur une petite partie de la sur- 
face) ne sont pas susceptibles d’un calcul exact, ou bien, pour 
telles ou telles raisons, une précision élevée n’est pas demandée 
au voisinage du domaine de définition des conditions. Dans ce 
cas également il est préférable de chercher la solution par la méthode 
de la force concentrée pour superposer ensuite la solution trouvée 
à une solution de Boussinesq ou à d’autres solutions obtenues préa- 
lablement pour une surface quelconque avec les mêmes rayons 
de courbure. | 

Le plus simple est de passer à un problème modifié (en l'absence 
de forces concentrées) en faisant appel à la solution de Bous- 
sinesq. Cependant en présence d’une courbure locale, les condi- 
tions aux limites admettront une discontinuité des dérivées, ce 
qui comme auparavant conduira à des contraintes illimitées **) 
(bien entendu d’ordre moindre que dans le cas d’une force con- 
centrée). Certes, la détermination de ces contraintes par des 

*) I1 s’agit de surface localement régulière au voisinage du point d’application 


de la force concentrée. 
++) Pour le problème plan ceci n’a pas lieu. 
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méthodes numériques est parfois difficile, mais ce n’est pas tou- 
jours nécessaire, puisque le passage à une force concentrée est 
déjà réalisé dans le problème initial (et ceci rend justement 
superflue une analyse précise de l’état de contrainte au voisinage 
du point singulier). Si, par contre, la superposition est effectuée 
au compte de la solution obtenue pour une force concentrée solli- 
citant une surface curviligne (de mêmes rayons de courbure), on 
obtient une solution régulière. 


$ 7. Sur les solutions concernant 
des domaines infinis 


L'approche purement mathématique des problèmes de l’élas 
ticité implique de considérer les solutions pour des domaines abs 
traits d’étendue illimitée, souvent utilisés en physique mathéma 
tique (par exemple, des espaces à cavités et à surfaces frontière 
fermées), ainsi que pour des domaines délimités par des surface- 
s’étirant dans l'infini (un demi-espace, par exemple). Nous avon- 
déjà parlé des particularités spécifiques apparaissant au cours de 
la résolution des problèmes concernant ces domaines (au $ 1 il à 
été question du théorème d’unicité). 

Précisons spécialement quelques éléments liés à cette ques- 
tion. En réalité, il n’y à ni corps infinis, ni Corps semi-infinis 
(nous appellerons ainsi les corps délimités par des surfaces ouver- 
tes). Toutefois, du point de vue de l'efficacité de la réalisation de 
tel ou tel algorithme de calcul, ils’avère souvent utile de compléter 
le domaine afin d’avoir à traiter un problème plus simple. En 
effet, soit un domaine compris entre deux surfaces fermées (l’une 
étant située à l’intérieur de l’autre) et dont la distance est nette- 
ment plus grande que les dimensions caractéristiques de la surface 
intérieure. Supposons que d’après la position du problème on se 
contente de connaître l’état de contrainte au voisinage de la sur- 
face intérieure. Il est alors rationnel de passer à la considéra- 
tion d’un espace à cavité à la place de la surface intérieure. Malheu- 
reusement, il n’existe pas de critères rigoureux justifiant le pas- 
sage au problème auxiliaire pour un domaine infini, mais la pra- 
tique de calcul témoigne qu’un tel passage est légitime et fruc- 
tueux (avec des précautions qui s'imposent dans chaque cas 
concret). 

Considérons un exemple qui a suggéré assez longtemps des avis 
contradictoires [61]. Il s’agit du problème plan relatif au calcul 
des contraintes dans un triangle, section droite d’un prisme *) 


*) Section triangulaire d’un « barrage ». 
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dont l’une des faces est soumise à une pression normale proportion- 
nelle à la distance du point anguleux, sur l’autre les contraintes 
sont nulles et la troisième est encastrée. On résolvait à sa place 
le problème d’un coin dont l’une des faces est libre et l’autre 
soumise à une charge normale proportionnelle à la distance 
jusqu’au sommet (i.e. les conditions du problème initial étaient 
transposées sur un coin et la frontière fixe éloignée dans l'infini). 
Un tel problème se résout élémentairement par la méthode de 
séparation des variables. Cependant, la solution qu’on obtient est 
fausse même au voisinage du sommet. Il à été expliqué dans 
[10] que pour un domaine comme le coin (pour un angle supé- 
rieur à une certaine valeur), de petites variations sur les conditions 
aux limites engendrent des variations arbitrairement grandes sur 
les contraintes à cause de la non-unicité de la solution. Bien 
plus, il s’est trouvé qu’à la limite la solution du problème pour le 
coin, dont l’une des faces est sollicitée par la charge mentionnée 
qui s’annule au-delà d’un certain point, ce point tendant vers 
l'infini, diffère de la solution obtenue avec la méthode de sépa- 
ration des variables. 

Considérons encore un exemple, paradoxal semble-t-il. Il 
suit de la solution du problème plan de l’élasticité pour un domaine 
infini (ou semi-infini) que lorsque le vecteur résultant des forces 
extérieures est non nul, les déplacements s'avèrent infinis. Il n°y 
a rien de paradoxal en cela, puisque lorsqu'on considère un pro- 
blème plan (celui d’une déformation plane, par exemple) à partir 
des positions du problème spatial, l'effort global devient infini. 
Remarquons aussi que le passage à des problèmes pour un corps 
infini n’est pas équivalent pour les problèmes en contraintes et 
en déplacements. Si en contraintes le passage est possible, il 
peut conduire à une solution inacceptable en déplacements, ce 
qui est confirmé par l'exemple cité. Pour éliminer les déplacements 
infinis on peut proposer le procédé suivant. Après avoir calculé 
avec assez de précision les déformations à partir de la solution 
pour un corps infini, on trouve d’après celles-ci les déplacements 
dans le corps « réel » compte tenu de ses dimensions réelles et des 
conditions aux limites. Si dans le cas général il est assez difficile 
de justifier rigoureusement l’approche proposée, on peut néan- 
moins la recommander pour les problèmes particuliers. 


$ 8. Comportement de la solution au voisinage 
d’une frontière non régulière 


On sait de la théorie des équations elliptiques (dont les équa- 
tions de Lamé) que la solution est une fonction indéfiniment 
différentiable en tous les points intérieurs, si le second membre . 
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jouit également de cette propriété. Bien plus, si l’on exige que la 
surface frontière elle-même soit indéfiniment différentiable, que 
les conditions aux limites possèdent une régularité suffisante et, 
ce qui est très important, que leur caractère ne soit pas différent 
en différentes parties de la surface, alors la solution sera 
indéfiniment différentiable jusqu’à la surface frontière. Natu- 
rellement, il y à tout lieu de s’attendre que la solution admette 
aux points frontières une singularité (sa dérivée peut s’avérer 
illimitée, etc.) si les conditions mentionnées ne sont pas respectées. 

La question se résout le plus simplement dans le cas où la 
singularité de la solution provient de la structure des conditions 
aux limites (quand, par exemple, une courbe quelconque est une 
courbe de discontinuité des conditions aux limites en contraintes, 
ou quand les efforts s’exerçant sur la surface sont une force con- 
centrée ou un moment concentré). Une singularité de la solution 
apparait alors même si l’équation de la surface frontière est une 
fonction continûment différentiable. Donnons un exemple moins 
trivial. Admettons que dans le cas plan, au voisinage d’un certain 
point, le contour frontière est formé par deux arcs se coupant sous 
un angle droit. Une contrainte tangentielle constante non nulle 
est donnée sur l’un des arcs, sur l’autre elle est identiquement 
nulle. Les conditions aux limites sont choisies de façon à ce 
qu’au point anguleux la loi de dualité des contraintes n’ait pas 
lieu. Naturellement, les hypothèses dans lesquelles la loi de dualité 
a été déduite (il s’agit en l’occurrence de la dérivabilité des con- 
traintes, dont il à été question au $ 1 du chapitre II) ne sont pas 
réalisées ici, par suite les dérivées des déplacements sont illimitées. 

Remarquons que les singularités de ce genre peuvent, en 
général, être éliminées par la superposition de certaines solutions 
darticulières données sous forme explicite. Supposons appli- 
quée, en un point de la partie régulière de la frontière, une 
force concentrée. Avant de construire la solution il faut en retran- 
cher les contraintes fournies par la solution de Boussinesq (cf. $ 5). 
Pour le problème auxiliaire on obtient alors une condition aux 
limites suffisamment régulière (pour un domaine plan les con- 
ditions sont homogènes). 

Après avoir effectué les transformations proposées, il ne res- 
tera dans la solution que des singularités propres aux points 
irréguliers de la frontière (points anguleux, points coniques, angles 
polyèdres, arêtes). 

T1 est naturel de classer, parmi les points irréguliers de la solu- 
tion, les points en lesquels change le caractère des conditions 
aux limites (même si la frontière est régulière). Ces singularités 
ne peuvent être mises en évidence d’avance, mais certaines indica- 

- tions précieuses peuvent tout de même être obtenues. Dans le 
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travail [45] traitant du comportement de la solution des proble- 
mes aux limites elliptiques généraux (et, par conséquent, des pro- 
blèmes de l’élasticité) au voisinage des points irréguliers de ix 
frontière, les résultats suivants ont été établis. Il est montré que 
la solution au voisinage de ces points se laisse représenter sous la 
forme d’une série asymptotique et d’une fonction indéfiniment 
différentiable. Les termes de cette série contiennent les solutions 
spéciales des problèmes aux limites homogènes formulés pour des 
domaines « modèles » (pour le cône si on à à la surface un point 
conique, et pour le coin si on à une arête). Ces solutions dépen- 
dent uniquement des caractéristiques locales (de l’angle solide 
ou plan et du type des conditions aux limites). Dans certains cas 
(ils sont considérés en détail par la suite) la construction de ces 
solutions se ramène à des équations transcendantes. Quant aux 
coefficients, ils dépendent du problème proposé. 

Il est à remarquer qu’il convient d’exclure de l’ensemble des 
solutions, obtenues pour les problèmes aux limites homogènes, 
celles qui conduisent à une énergie illimitée. En effet, si l’on 
procède à une «régularisation » de la singularité, c’est-à-dire au 
remplacement de la partie non régulière de la frontière par une 
surface régulière, l’énergie est finie, de sorte que lors du passage 
à une surface non régulière seules auront une signification physi- 
que les solutions pour lesquelles l’énergie reste limitée. Après 
l’élimination des solutions à énergie illimitée on cherche à mettre 
en évidence le terme qui contient les dérivées présentant la plus 
forte singularité et qui, par conséquent, complique le plus la réali- 
sation du schéma de calcul. Les 
termes différentiables plus d’une 
fois ne posent pratiquement pas 
de problèmes de calcul et leur mise 
en évidence préliminaire n’est pas 
nécessaire. En ce qui concerne le 
calcul des facteurs constants, il sera 
considéré un peu plus loin. 

Signalons un résultat général 
établi dans [1]. Supposons que 
les points irréguliers forment un 
arc régulier (fig. 18). Montrons que Fig. 18. Surface comportant une 
l'étude des singularités des solutions ee 
au voisinage de la frontière dans le cas spatial se ramène 
à celle de deux problèmes bidimensionnels dans un plan normal à 
l’arête *) (déformation plane et cisaillement qu’on appelle 


*) Ilest établi [119] que dans le cas d’une déformation à symétrie axiale la sin- 
gularité de Ja solution est la mème que dans une déformation plane. 
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souvent déformation antiplane). Pour plus de simplicité nous 
supposerons que la surface S,, disposée d’un côté de l’arête L, 
est un plan. Considérons le voisinage d’un point 4 de 
l’arête. Soit « l’angle solide formé par les surfaces $, et 
S, au point À. Introduisons dans le voisinage du point A 
un repère curviligne ( p, ®, 8). Ici MN est la perpendiculaire abaissée 
d’un point M sur le plan S,, NP la normale à l’arête L, située 
dans ce plan. La position du point M sera définie par trois coor- 
données : p, la distance entre les points M et P; 8, la distance 
le long de L comptée à partir du point fixe A jusqu’ au point P; 
® l'angle entre les segments NP et MP. 

Ecrivons les équations de Lamé (4.4) du chapitre II dans le 


repère (p;, . Le : 


2(1 = v) k ôu, d?u, 
es li k Ru Be 7 26 + 


Fine. R cos® du, _ 1 Ou, + 34, coso —R PRE 
1 — 2v K3 Os pe? 0 — 2v k35 


D 1 [Ru , 180 , seu] ARS, 
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1—2v RK3  9s p?k || 1 — 2v k k 1—2v k 
3 — Av cos® | Ou, k Ou dus RR,COs® Ou, , 
+ pe | Pe _ Te + 
1 — 2v 1—2v| 09 ek dp dp° kS ds 
RR'sing FR Eu 
——— Ù, + ———< = 0, (8.2 
Le. » (3.2) 
2(1 — v) R __ R;PCosp Ou, L A R du, Pas R'cos? u, |- 
1—2v k k A k3 k ôs 
3 — 4v Rsino Ou, R GTA 1 du LL 
1—2v Kk  9s  — 2v}k| dp0s p 0s09 
mu, som, 184, 4%, 
k? pk Op  p° 09 pk dp de 


Fo ___1_ |2% _p. 83 
ë 1—2v k +5] ôs (8.3) 
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Les quantités u,, #., u, sont les composantes des déplacements 
dans le repère introduit, Æ(s) le rayon de courbure de l’arête L, 
k= R — p cos o, k,— R — 2pcos +. Effectuons maintenant un 
changement de variables d’après la formule p = e”‘. L’équation 
(8.1) prend alors la forme (4, = R—e-tcos @, k,, = R — 2e-‘cos 2) 


2(1 —_ v) Rke ke 0% 02 = 
nn | C7 
1 — 2v | E ? k ô Fat alT 


_ at à 3 — 4 ino et 
de 3 — 4v| Rcospe du, __ due Fa v e-t cos? — R sino e U— 
1 — 2v k? ôs d® 1 — 2v 


1 ee du, dus , e”tsing 5 


| (—21)|l k ôtôs 918 ke  ôt 
. RR'e"tt … Re Re R'e”3t du " 
k %e kè K2 ds? 


Re du, 0 84 
A à aa 0 (Be) 


Supposant le voisinage du point À tellement petit que l’on peut 
négliger les termes en e-', nous obtenons 
ur 3 — 2 
241 2 u, + e Ne Ron ee 
1 — 2v (] 1—2v 0 1—2v 0109 09° 


D'une manière analogue transformons les équations (8.2) et 
(8.3) : 


CNP ne + + = —0 (S.6) 
1—2v 0 1 — 2v0t0® 1 — 2v 09 ? 
du, | ue (8.7) 
dg® Ÿ on | 


Les équations (8.5)-(8.7) font voir que le problème se décom- 
pose en deux problèmes : un problème de déformation plane 
auquel correspondent les équations (8.5) et (8.6), et l’autre de 
déformation antiplane, décrit par l'équation (8.7). Des proposi- 
tions analogues sont établies dans [44] pour le cas des conditions 
aux limites mixtes. 

On montre que dans l’équation différentielle (à coefficients 
constants) il ne faut retenir que les termes principaux, car les 
autres termes et en particulier le terme constant n’ont aucune 
influence sur la structure de la singularité. On comprend pourquoi 
dans l’étude des singularités on peut se borner à des domaines 
élémentaires : coins et cônes. 
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Passons à la construction des termes principaux de la série. 
Commençons par un problème élémentaire. Soit un cône d’angle 
d'ouverture 2«. Envisageons tout d’abord un problème harmonique. 
(Compte tenu de ce qui vient d’être dit, ce problème est équiva- 
lent par le caractère de la singularité à l’équation de Poisson 
(problème de torsion)). Ecrivons l’équation de Laplace en coor- 
données polaires : 

d°u 1 Ou 1 du 


MU re rom © Fa) 


Nous rechercherons sa solution sous la forme d’un produit : 
u(r, 0) = rf (6). (8.9) 


Portant (8.9) dans (8.8), nous obtenons pour f(6) une équation 
différentielle ordinaire. La solution est la suivante : 


u(r, 6) = rA(A cos 8 + B sin X6). (8.10) 


Pour le problème de Dirichlet, il convient de poser nulles les 
valeurs de la fonction sur les faces 6 — + «; on aboutit alors à 
un système homogène 

A cos Aa + B sin Àx = 0, A4 cos Àx — B sin Àx —0; (8.11) 


ce système est résoluble si son déterminant est nul. ce qui con- 
duit à l’équation 


sin 2)4x = 0 (S.12) 
dont la solution est de la forme 
? = LL (n = 0, +1,+ 2, ...). (8.13) 
Le 4 


Pour n pair, À = 0, pour n impair, B = 0. 
Donc, la solution du problème homogène de Dirichlet pour le 
coin se représente sous forme de la série 


u(r, 0) — _ 2. A,r® cos( = n0 ] _ 
+ BF" sin(E 00. 8.14 
2: 2a ] ) 


Comme pour des raisons que nous avons exposées plus haut 
l'énergie doit être finie, alors dans la série (8.14) on doit rejeter les 
termes correspondant aux valeurs négatives de n. Nous aurons alors 


u(r,8)=  Y A TZ” cos( + ne)+ 
n = }, 3... 2x 
+  Yÿ B;r* sin (£ n0 ] + (8.14) 


m2, 4... 
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La dérivée illimitée au sommet se déterminera par le terme 
æ L 
De ui = 
Ar cos Æ o) (8.15) 
œ 


et ceci seulement si « > r/2. 


. Pour le problème de Neumann on pose la condition LE = 0, 


Nlomtz 
ce qui conduit également à l’équation (8.12), mais dans ce cas aux 
n pairs correspond PB = 0, et aux nr impairs À = 0. La dérivée 
indéfiniment croissant à l’approche du sommet (si « > +/2) se 
détermine par le terme 


Brr® sin (e) (8.16) 
2x 


Il n’y à aucune difficulté à étudier maintenant les conditions 
du type mixte, quand, par exemple, pour 6 = «x la fonction elle- 
méme est nulle et pour 6 — — «x, sa dérivée normale. Compte tenu 
de ce qui précède, on peut affirmer que la solution des problèmes 
harmoniques (pour des conditions aux limites assez régulières) 
posés pour des domaines comportant un point anguleux à angle 
d'ouverture 2x < = est toujours une fonction différentiable 
partout. Lorsque 2a« > +, la solution comportera un terme irré- 
culier du type (8.15) ou (8.16). 

Montrons que là prise en considération dans l’équation (8.8) 
de termes en r d’ordre moindre n’intlue pas sur le caractère de 
la singularité. Prenons à titre d'exemple l’équation de Poisson. 
Substituant dans (8.8) l’expression (8.9), nous obtenons un terme 
complémentaire qui contient un facteur de forme r*-* et dont 
l'influence sur la solution cesse pour r suffisamment petit. 

Voyons comment on détermine les coefficients 4, ou B.. 
Le plus simple (mais non le plus rationnel) est de les déterminer 
apres avoir construit d’une manière ou d’une autre la solution 
approchée décrivant assez bien le comportement au voisinage du 
point singulier, sauf dans la zone de voisinage immédiat (il est 
clair qu'aucune méthode numérique ne conduira à une solution 
admettant une dérivée illimitée). On joint alors à cette solution 
approchée les termes asymptotiques (8.15) et (8.16), choisissant 
les valeurs des coefficients de façon à assurer une jonction douce. 
Ceci n’est possible que si les ressources du schéma de calcul 
permettent de réaliser (avec une précision suffisante) le comporte- 
ment asymptotique établi auparavant. 

Une autre approche très avantageuse consiste à calculer les 
constantes À, et B, directement (avant d'aborder la résolution du 
problème). Naturellement, si les termes correspondants sont con- 
nus, il faut transformer de façon appropriée la condition aux 


21 
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limites, ce qui facilitera la construction de la solution. Exposons 
un procédé proposé dans [100]. On considère un domaine (fig. 19) 
pour lequel on pose le problème de Neumann avec des condi- 
tions aux limites nulles (cette 
restriction est levée par la 
suite) sur les parties rectili- 
nes. On introduit en consi- 
dération un contour C cons- 
titué d’un arc de cercle C, de 
rayon €, des parties rectilignes 
de la frontière et d’un arc 
assez arbitraire C, et on 
considère la fonction 


Ur, 6) =r # sin (F o) , 
22% 
(8.17) 
vérifiant l’équation harmonique dans un coin d’angle d’ouverture 
24 et admettant des dérivées normales nulles sur ses côtés (cette 
fonction figure dans la série (8.14)). Puis on applique à la fonction 


cherchée u(r, 6) et à la fonction 4 (r, 6) la formule de Green (6.7) 
du chapitre I, adoptant comme contour d'intégration le contour C : 


09 __y, du - 
\(« ET am.) ds =0. (8.18) 


Fig. 19. Domaine à point angulaire. 


C 
Les intégrales étendues aux parties rectilignes s’annulent. Quant 
à l’intégrale prise sur l'arc, elle peut être calculée exactement 
pour € —> 0 (seul le terme (8.16) est utilisé dans la représentation 
de la solution «). On obtient en définitive une expression explicite 


-de B, : 
D \ (u Per Le (8.19) 
ra on on 
Ci 
Résumons : si l’on à une solution approchée du problème 
posé, approximant assez bien la solution à une distance notable 
du point anguleux, alors portant celle-ci dans la formule (8.19) 
on peut calculer la constante B,, puisque dans l'expression sous 
l'intégrale toutes les quantités sont connues. Mais, certes, il faut 
avoir en vue que l'erreur sur la solution due à une grande lon- 
gueur de l’arc d'intégration C, peut entraîner une erreur importante 
sur là valeur de la constante. Comme contrôle de la précision il 
est utile d’effectuer des calculs pour une configuration fixe du 
contour et différentes solutions approchées (mais de plus en 
plus exactes) jusqu’à obtention d’une valeur stationnaire du 
coefficient B.. 
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Dans le cas où sur les parties rectilignes de l41 frontière la 
dérivée normale n’est pas nulle, les intégrales correspondantes ne 
s’annulent pas et peuvent être facilement calculées (l’expression 
sous. l’intégrale est égale au produit des valeurs données de Ia 
dérivée normale par la valeur de 14 fonction à). Le second membre 
de (8.19) comportera alors un terme complémentaire. 

Pour les problèmes aux limites elliptiques est élaborée une 
méthode permettant de déterminer ces coefficients dans le cas 
général [64, 65]. Des représentations intégrales, explicites sont 
obtenues. Dans celles-ci entrent les conditions aux limites initiales 
et quelques solutions spéciales du problème aux limites auxiliaire 
homogène. Ces solutions ne dépendent que de la configuration 
du domaine et du caractère des conditions aux limites. Elles se 
déterminent univoquement par les termes principaux de leurs 
séries asymptotiques et de même que les fonctions (8.17) admettent 
uuc singularité au point irrégulier de la frontière. Cette méthode 
est particulièrement efficace dans le cas où l’on à à résoudre, 
pour un domaine donné, un ensemble de problèmes aux limites 
de même type : le problème auxiliaire est le même pour tous ces 
problèmes. Des exemples illustrant l’application de cette méthode 
aux problèmes de l’élasticité sont donnés dans [73]. 

. Abordons maintenant le problème plan de l’élasticité pour un 
domaine présentant un point anguleux. Exuminons le cas d’un 
coin. Récrivons les équations de Lamé dans un repère polaire 


s 9 fdu, , 1 ue , ur 
Hu) + —— + —)— 
ni ia r 96 | k) 


Donnons également les expressions des composantes du tenseur 
des contraintes 


Ou, 1 Oug Ur 1 CL Ur 
A me) re 
EL er. ] + (++) 


(8.21) 


-, =, (1 Ju, Ou _w\, 
enfers .) 
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Nous chercherons la solution sous la forme [118] | 
u,(r, 0) = f(8), ufr, 8) = 7? g(6). (8.22) 
Portant (8.22) dans (8.20) nous obtenons un système d’équations 


A+ O8 DH IQ D MA +019 =0 [n EE) 


(8.23) 


9"+ MA — 1)g + [OA + 1) — (A — 1)]f" = 0. 
La solution de ce système est 
f = A cos [(1 + À)0] + B sin [(1 + À)9] + 
+ C cos[(l — À)0] + D sin[(1 — à)6], 

g = B cos[(1 + À)6] — 4 sin[(1 + À)6] + 

+ ve D cos[(1 — 2)6]— ve Csin[(1—2)60] (8.24) 

, = 3+2—4v), | 
Jen 

Les expressions des déplacements et des contraintes prennent 
alors la forme 


ru, = À Cos[(1 + 2)0] + B sin[(1 + À)6] + 
+ C cos[(1 — 2)0] + Dsin[(1 — À)6], 
re — B cos[(1 + À)8] — À sin[(1 + :)8] + 
+ vo D cos[(1l — À)0] — v, C sin[(1 — >)6]; 
nbi-os = — 2XA cos[(1 + A)0] — 22 B sin[(1 + À)0] — 
—(1+2)(1— v2)C cos[(1—2)0]—(1+2)(1— v,) D sin[(1—2)6], 
ui = —2x 4 sin[(1 + À)0] + 22 Bcos[(1 + À)6] — 
— (1 —A)(1 — v2)C sin[(1—2)60] + 
+ — N(1 — v:)D cos[(1—2)6], 
u"bi-lo, = 224 cos [(1 + À)0] + 22 B sin[(1 + À)6] — 
—(3 — À)(L — v,) C cos[(L — À)0] — (3 —A)(1 — v.) D sin[(1 —2)6] 


Envisageons le deuxième problème fondamental. Il faut dans 
ce cas égaler à zéro les expressions (8.26) pour 8 — + «, ce qui 
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conduit à un système d’équations homogène 
— 22 A CoS[(1 + ÀA)a] + 2 B cos[(l + À)ae] — (1 + À)(1 — vw) X 


X C cos[(L — A)a] — (1 + À) (1 — vw) D sin [(L — X)«]=0, 
(8.27) 


Æ 2x 4 sin[(1 + X)æ] + 2% B cos[(1 + à)æ] F (1 — A1 — w) X 
x C'sin[(1 — À)æ] + (1 — A)1 — v:) D cos[(1 — à)æ] = 0. 


On voit aisément que ce système du quatrième ordre se décompose 

en deux systèmes du second ordre : 

—2x A cos [(1 + À)æ] — (1 + A)(1 — v,)C cos[(i — Aa] = 0, 
(8.28) 

22 A sin[(1 + À)æ] + (1 — À)(1 — vw) C'sinf[(1 — À)aæ] = 0; 


22B sin[(1l + ÀA)æ] + (1 + A)(1 — vw) D sin[(1 — À)a] = 0, 
(8.29) 
2hB cos[(i + ÀA)æ] + (1 — À)(1 — v)D cos[(l — À)a] = 0. 


La structure de ces équations permet facilement de définir les 
conditions pour lesquelles les équations homogènes (8.27) admet- 
tent des solutions non triviales ainsi que la forme de ces solu- 
tions. La condition de la nullité du déterminant du système (8.28) 
donne 


sin2« + — sin(2«) = 0, (8.30) 


de sorte que dans la solution de (8.27) on doit garder pour À, 
racine de cette équation, les termes à coefficients À et 
C (B = D = 0). Dans ce cas 


2Acos[(1 + A)x] 


La condition de la nullité du déterminant du système (8.29) con- 
duit à l’équation transcendante 


sin 2a — — sin (2) = 0. (8.32) 
On retiendra alors dans la solution les termes à coefficients B et 
D (4 —=C—0) Dans ce cas 


B — (1 + A)(va — 1}sin[(1 — Ajax] D D. (8.33) 
2sin{(1 + Aa] 
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Réunissant les deux cas ((8.30) et (8.32)) nous obtenons pour 
les solutions non triviales du problème du coin l’équation trans- 
cendante 


Sin 24 = —+ } Sin 2a. (8.34) 


A la différence de l’équation (8.12), les racines de (8.34) peuvent 
en général être complexes (elles sont alors conjuguées l’une de 
l’autre). Traitant formellement les représentations (8.25) et (8.26), 
nous décelons dans la solution des fonctions oscillatoires (À = À, + 
+ the) 

a (Rlnr), 
sin (x.Inr). 


On trouvera dans [41] une étude de l’équation (8.34), avec des 
recommandations sur la recherche numérique des racines réelles 
et complexes. Nous appellerons cas JII-II le cas que nous 
venons de décrire. 

On considère d’une manière analogue les cas où sur les faces 
du coin sont supposés nuls les déplacements (cas I-I) ou les 
contraintes tangentielles +, et les déplacements normaux 4 (cas 
IT-H]). I n’y à aucune difficulté à considérer les cas des con- 
ditions du type mixte (cas I-II, IT-IXT, I-IIX). Les équations 
transcendantes correspondantes sont les suivantes : 


Sin 224 = + À sin2x (I-1). (8.35) 
* 
sin?2kx — +sin2a (III-III), (5.36) 
is (1 + x} A° sin°2z —— 
Sin 2x = ——7 ——— (I-I), (5.37) 
4z % 
sin {x — — À sin 4x (II-UI). (8.38) 
sin 4hz =? sindx (I-II), (8.39) 
z 


où x —3— 4v dans le cas d’une déformation plane et x — 
= (3 — v})/(1 + v) pour l’état de contrainte plan. 

Sur la figure 20 sont reportées les valeurs minimales des solu- 
tions des équations (8.34) à (8.39) (ou de leurs parties réelles) 
pour différentes valeurs d’angle 0 < à < x (cf. [38]). 

D'après ces données, on peut. connaissant l’angle solide local 
pour une surface non régulière dans le cas spatial ou l’angle 
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formé par les tangentes aux courbes frontières dans le cas plan, 
déterminer les singularités de la solution. 

On voit sur la figure 20 que pour des valeurs définies d’angle 
d'ouverture, différentes pour différents cas, la solution n’aura 
pas de singularités. Remarquons que lorsque sur la frontière 


min Re 


Fig. 20. Dépendance de min Re À par rapport à l’angle « pour 
différentes conditions aux limites. 


sont donnés les déplacements, une singularité n’apparaïit que pour 
x > T/2. 

Le procédé de détermination des facteurs des termes irrégu- 
liers exposé plus haut peut être 
appliqué aussi au problème plan*) 
[101]. Raïsonnons sur le cas &« — 
— 7x. Sur la figure 21 est repré- 
senté un domaine d’un milieu 
élastique comportant une cou- 
pure. Supposons provisoirement 
que sur la coupure sont données 
les contraintes (par la suite nous 
les supposerons nulles). Soit 4, 
et uw, la solution cherchée. Les 
premiers termes de la solution Fig. 21. Contour auxiliaire dans 
(conformément à (8.25), (8.26) un domaine présentant une coupure. 


*) Dans ce cas l’équation (8.30) admet dans l'intervalle qui nous intéresse de O0 
à 1 une solution unique À = 1/2. 
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et (8.30)) sont de la forme 
… He es 1/2 6 __ 30 
U, = Fa (Z) (Ce — 1) COS — — cos + |E, — 


— E — 1)sin _ — 3sin 2] + o(r?”), 


1/2 
de = re Fe TC +1)sin— +sin Le = 
2 + 1)cos — — 3 C0S PE) o(ri!2), 


1 , 
= —1—]{5c0s 2 — cos À |K, — 
4(2=r)/2 2 2 


_ (s Sin + — 3 Sin Ex} + o(r71®), 


1 6 30 
COQ == a |(E ENS + cos À JA: — 


— (s sin _ + 3 sin & JE} + o(r” US), 


.. 6 , .. 36 
TE anis {(sin … + sin — JE + 


+(cos + + 3 cos D JEa+ of?) 


(CH. IT 


(8.10) 


On 2 regroupé les termes en vue de présenter les résultats sous 
la forme admise en mécanique de rupture [83], dont il sera 


question au paragraphe suivant. Plus exactement, 


r0 r…0 


(8.41) 
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Les fonctions suivantes jouent ici un rôle analogue à celui de la 
fonction (8.17) : 


a D — Gare EC ce 
Ur PERTE TES 1C + 1) cos : 3 COS : Ê 
+ | + 1) sin Ê — Sin set 
a D ls, hs in © À, - 
6 Er} Q + x) | Dee en 27 "a fie 


30 6 
+ (22 — 1) cos — —C0s — Co + 


G, == — —} [cos À — 3 cos fe + 
227) (1 + x) 2 2 (8.42) 
_ - 30 nan 0 
+ |" sin ms — Sin ft 
à u L | 
= — —— !|cos — + 3 cos — |e + 
Ca 2(2=r3)/2(1 2 2) {| 2 + C 2 | QG 
| p .. 0 
+ sin … + sin + fe ’ 


à 3 
EE sin 2 + sin © C— 
2(2=rS)E(1 + 2) 2 2 


36 ) 
— | cos — +cos — [cs 
[es eh) 


(où c, et c, sont des constantes arbitraires). 

Il est évident qu’elles aussi vérifient des conditions aux limi- 
tes homogènes (en contraintes). 

Appliquons maintenant la formule bidimensionnelle de Betti 
(4.26’), ch. II, au domaine délimité par le contour représenté sur 
l1 figure 21. Pour les fonctions (8.40) et (S.42) nous obtenons alors 


Le \ (uT à — ÜTu)dS = 


A A A A 
7 \ (SÇU, — Tous — SU, + gue)r d0 — 


: \ (uT,ù nu uT,u)aS =Îc,. 


C1 
La valeur limite de l'intégrale prise sur l’axe C,(E: —> 0) se calcule 
sous forme explicite 
I. — CK; Co n° (8.43) 
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L'intégrale de droite est une fonction linéaire des constantes c, 
et Co: Ic, = C1A1 + CoAo, Où À, et À, sont déterminés par inte- 
gration numérique sur le contour C:. 

Nous obtenons en définitive 

X, — A X,, — A. (8.14) 
Notons que le procédé exposé s’utilise également pour la résolu- 
tion des problèmes comportant des points anguleux d’un côté 
desquels sont données les contraintes et de l’autre, les déplace- 
ments [102]. 

Rappelons que l’état de contrainte au voisinage d’une arête 
se représente sous la forme d’une somme des états de déformations 
plane et antiplane. Pour compléter l'étude, rapportons également 
les expressions des contraintes et des déplacements qu’il est 
facile d’obtenir de l’expression (8.16) : 


K ) K 
ras =——Æsin —, 7, = —ULcos —, 
2Tr 2 2Tr 
Oz — Oy — Cr = Try —= O0, (8.44) 


où EE 
Km = limY2rr -,. (8.44) 
[e) 


Passons à la considération des points coniques [98]. Commen- 
cons par le problème harmonique concernant un cône circulaire 
d’angle d’ouverture «. Rappelons l’équation de Laplace (10.6) 
du chapitre I en coordonnées sphériques : 


AU =(5)+ 1 (6005) + ras 2 — 0 


 ôr or r? sin 6 66 06 “sin 0 0? 
Nous chercherons la solution sous Ja forme d’un produit de 
fonctions 
u = Tr U(6)cosko, (8.45) 


où k est une constante entière. 
On aboutit finalement à l’équation différentielle ordinaire 


ŒU dU k° 


Pour que cette équation ne dégénère pas sur l’axe de symétrie 
6 = 0, il est nécessaire que pour # — 0, Le —0 ou bien pour £ £0, 
U = 0. Nous allons considérer deux types de conditions aux 
limites : U(ax) — 0 et e = 0. Pour % Æ 0 l'équation (8.46) 
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admet comme solution la fonction de Legendre associée Pi(cos 8), 
et pour k — 0, la fonction de Legendre P;(cos 6). Dans ces deux 
cas les conditions sur les axes de symétrie sont satisfaites. 

Les conditions aux limites envisagées conduisent donc aux équa- 
tions transcendantes 


à (COS æ) — 0 (8.47) 
dans le cas du problème de Dirichlet. et aux équations 
dPi(cos 6) _ 
a  — 1) (8.48) 


dans le cas du problème de Neumann. La dernière expression se 
laisse représenter sous une autre forme, beaucoup plus commode 
pour les calculs : 


(x + 1)xPË(æ) — (A — KE +1)Piu(x) —0 (x —=cosa). (8.48’) 


Sur la figure 22 sont données sil | 50 2,994 3,999 | 
les solutions de ces équations - \3822 JS 


pour différentes valeurs de # L— a 


-— 


k=3 | | 


(il s’agit des plus petites valeurs 7 \ | 
de À dans l'intervalle O<2A<1). ii "307 3on 3000 | 
On voit que dans le cas du pro- ‘KR sir, Ve 299 | 
blème de Dirichlet, la plus grande V5 05 

singularité de la dérivée est |, NT 

obtenue pour £ — 0 et dans le -7, k=2 | 

cas du problème de Neumann, [MIS NC 266 


pour # = 1 (notons que la sin- 
gularité n'apparait pas pour 
x < r/2). Citons une solution 
particulière obtenue pour le 
cas où ax — 7 [88]: 


u(8) = CIn (te “+ (8.19) l 
rs 0 A 0,9325x 
0,198 3. : A OS x 


Comme la résolution des 
équations transcendantes (8.47) 
et (8.48) est un problème assez  0— — 
difficile (on à affaire à des ve ne « 
équations hyperséométriques), Fig. 22. Dépendance de min Re À par rap- 
il est intéressant d’envisager un port à l'angle « pour différentes valeurs 
autre procédé de détermination ‘(es courbes a correspondent à u — 0, 
des valeurs À. Pour des condi- OS ARR) 
tions aux limites appropriées (ceci concerne les conditions pour 6—0 
également) l’équation (8.46) peut être résolue par une méthode 
numérique. Par exemple, une discrétisation du segment 0 < 6 < x 
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nous conduit à un système tridiagonal d'équations algébriques par 
rapport aux inconnues %, et au paramètre À : 


ÿ, Gus — puy = 0 (u—= AA +1), 5 =1, 2, ...,%), (8.50) 
i=1 


où l’on reconnait le problème de valeurs propres d’une matrice. 

Les résultats obtenus plus haut s'étendent d’une facon natu- 
relle au problème de l’élasticité [9]. On recherche les déplace- 
ments sous la forme : 


u = TU(6), ue = 7 Ug(0), 1%, = 0. (8.51) 


Dans le cas où sur la surface sont donnés les déplacements et 
l’on étudie la nature des singularités pour les contraintes, il faut 
partir des conditions homogènes de la forme 


Uo=U,—=0 (B= a). (8.52) 


Si ce sont les contraintes qui sont données, alors il convient 
d’avoir recours aux expressions des composantes t,e et ce en Coor- 
données sphériques, qui peuvent être tirées de la loi de Hooke 
(3.30°’), ch. II, et des représentations des déformations en dépla- 
cements (2.36), ch. II, et de poser ces contraintes nulles sur la 
frontière 60 — «. Ceci conduit alors aux égalités 


+ (+ + An)U, + (n cot «) Uo = 0, 
(8.53) 
dU, =: AL À 
nd — À)Us = 0 (:- ns 


Pour résoudre ce problème on peut utiliser les représentations 
des déplacements à l’aide des fonctions harmoniques, par exemple 
les représentations de Papkovitch-Neuber (5.16). ch. III. Les fonc- 
tions harmoniques elles-mêmes se représentent par les fonctions 
de Legendre associées et pour déterminer les valeurs de À 
on obtient alors des équations transcendantes très complexes, 
soient : 


{2 v(2t — LA + Sva(st — 1)A + 2} PA) EE + 
+ x2v(r? — 1)22 + 2v(xt — 1)A + 1} [P,_1(x)F — 
— 2v,{22x%(2" — 1L)X° + (2° — 1)(37° — 1)A + 
+ [af + 2(1 — VX + 1]}Pi(z)P,-1(x) = 0 
(x = cos 8, v, = [4(1 — v)]-1). (8.54) 
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Sur la figure 23 sont rapportés les résultats des calculs pour les 
problèmes I et II pour différentes valeurs du coefficient de 
Poisson. 

Si l’on se propose de résoudre le problème des valeurs propres 
directement, on partira des équations de Lamé en coordonnées 
sphériques qu’on transforme conformément aux représentations 
(8.51) : 


ŒUr aus NS 

rs + cot 6 26 + [AA — 1) x —1)] … = 

+ VA — L)(A + 2)U, + [VX — 1) — à — 1] cot OUs = 0, 

« PUe D) — dÜr dUe “— 
La + [vfÀ + 2) — à] 2 + v, cot 6 0 + (8.55) 

+ fr +0 — — ]m=0 
sin? 6 
Aux conditions aux 


limites (8.52) ou (8.53) 
s'ajoutent les égali- 
tés déduites des con- 
ditions de régularité 
de la solution pour 
6 — 0, à savoir 


aU 
d6 d6 


(S.56) 


La résolution nu- 
mérique des équations 
(8.55) avec des condi- 
tions aux limites don- 
nées conduit égale- 
ment à un problème 
des valeurs propres 
pour le système 


(8.57) Fig. 23. Dépendance de Re À par rapport à l’angle 
, ë x pour différentes valeurs de v (pour les premier et 
{i=1,2,...,n). deuxième problèmes fondamentaux). 
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A la différence du système (8.50), la dépendance de ces coeffi- 
cients par rapport à À n’est pas linéaire. 
Envisageons maintenant la surface réglée d’un cône non 
circulaire possédant des arêtes irrégulières. 
Soit 
B (6,9) =0 (8.58) 


l'équation de la surface conique en coordonnées sphériques (l’ori- 
gine des coordonnées coïncide naturellement avec le sommet du 
cône). Conformément à l’approche générale, nous allons chercher 
la solution de cette équation sous la forme 


u(6, ©,r) = Tr" f(0, o), (S.59) 


où la fonction f (ou sa dérivée normale) doit s’annuler sur la sur- 
face. D’autre part, nous supposerons que dans le plan perpendicu- 
laire sur la surface (8.58) à une arête, la solution se représente sous 
la forme (8.9) (en coordonnées polaires locales). On y arrive à 
l’aide, par exemple, de la représentation 


u(0, 9, r) = r'rU(0, o), (8.60) 


où U est une fonction assez régulière adoptant au voisinage des 
arêtes la forme (8.10); r,(6, o, r) définit la distance de l’arête ; p 
sont des constantes déterminées conformément à l’équation (8.12). 
La fonction r, peut être choisie sous la forme 


r, =rsin 0 (8.61) 


si la droite 60 = 0 est une arête. Dans le cas général où l’arête est 
une droite 0 = 6,, © = +,, on pose 
M =T{(0 — 0,}° + [(e — 9) sin6, F2. (S.62) 


Résumant ce qui vient d’être dit, nous aboutissons à la représen- 
tation 
u(6, o,r) = rsin?6 U(6, ©) (À = n + p). (8.63) 


Compte tenu de (8.62), nous pouvons désormais construire une 
représentation générale pour le cas de plusieurs arêtes. Passons 
à la construction des fonctions U. Portant (8.63) dans l'équation 
(8.44) nous obtenons 
…_ on EU , EU : ou 

2 20 — 
sin20 2U tot +]sn + 


+ {LAC + 1) — p(p + 1)]sin*6 + p°i;U = 0. (8.64) 


Ainsi, le problème se ramène à la recherche de valeurs x assu- 
rant l’existence des solutions non triviales pour des conditions 
aux limites homogènes. Il est intéressant de noter que pour de 
petits 6 (c’est-à-dire au voisinage de l’arête) l’équation (8.64) se 
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transforme en l’équation _ + p°U = 0, dont la solution est Ia 
? 


fonction (8.9). 
L’équation (8.64) se résout numériquement comme dans le 
cas d’une variable (cf. (8.56)). On pose de même 
ou 


TS — 0 pour 6 = 0. (5.65) 


Signalons quelques cas particuliers importants. La solution 
sera choisie sous la forme 


U(0, o) — Y(6) sinpo, (8.66) 


où le nombre p se définit par l’angle solide. Cette fonction vérifie 
les équations 


ou 7 
s — —=0 pour = —: 


— = 0 
U—=0 pour 9 ; 3e : 


P 


© 


La fonction Y(6) doit satisfaire les conditions dX/d6 — 0 pour 
0 =0et Y = 0 pour 0 = «. Nous avons 


+ (2p + 1) cot 8 — + CA +1) — p(p + 1)]X —0. (8.67) 


Passant à une nouvelle variable x = sin 6, nous obtenons l’équa- 
tion 


dr 


FREE 


z(1 — ne +[? +1-(? ++) 


+ 202 + 1) = p(p + 1) Y —0, (8.68) 


dont la solution peut être construite, à l’aide de séries hypergéo- 
métriques. Pour l’angle & = x/2 la solution s’exprime de façon 
élémentaire : 


u(6, ©,r) = Cr?ti(sin 6)”cos8 sin ps. (8.69) 


Donc une différentiation suivant le rayon vecteur ne fait pas 
apparaitre des singalarités, quoiqu'il en apparait une lorsque la 
différentiation est effectuée dans une direction perpendiculaire 
À l’arête. 

Envisageons maintenant le problème du demi-espate — 7 <o< 
< 0 avec les conditions suivantes : sur une partie de la surface 
frontière (coin d’angle 2x), # — 0, et sur la partie restante, 
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_ — 0 (fig. 24, a). Ce problème est identique au problème d’un 
espace comportant une coupure en forme de coin (fig. 24, b). Sur la 
figure 25 sont représentées les plus petites valeurs de Re À >-0 
obtenues par résolution 
numérique du problème 
des valeurs propres pour 
l'équation (8.64). 

Deux solutions exactes 
[88] sont obtenues pour 
les cas limites 


uw =Cln (ts) , 
2 ? 
æ—>0 (A = 0), (8.10) 
7 (b) uw = Cr Sin6 sino, 


Fig. 21. Espace à ligne de séparation des x r(A 1). (8.51) 
conditions aux limites sous forme de deux Reste à rappeler que, 
rayons (a). Espace à coupure cunéiforme (b). comme ïil suit du 8 5, 
le problème de contact 
concernant la pression 
qu’exerce une étampe lisse 
sur un demi-espace et le 
problème fondamental re- 
latif à un espace compor- 
tant une coupure plane (en 
l’absence de contraintes 
tangentielles) se ramènent 
aux problèmes harmoni- 
ques considérés plus haut. 

Le cas d’adhérence 
complète ou de frottement de Coulomb (quand est donnée la 
direction de l'effort de cisaillement) est considéré dans [6]. 


Les résultats énoncés se généralisent au cas d’un milieu homo- 
gène par morceaux. S'agissant d’un problème plan pour un 
domaine présentant un point anguleux appartenant à la ligne 
de séparation des milieux, l’étude des singularités que posse- 
dent les solutions en ce point nécessite alors la considération 
d’un coin composé et la construction pour celui-ci de solutions 
non triviales vérifiant des conditions aux limites homogènes. On 
procède comme suit. Pour chacun des coins, la solution est cher- 
chée sous la forme (8.24), le paramètre À étant choisi le même. 
Pour déterminer les coefficients A,, B;, C, et D, (l'indice 7j 
désigne le coin considéré) on obtient un système d'équations 
homogène dont quatre lignes sont définies par les conditions sur 


Fig. 25. Dépendance de Re À par rapport 
à l’angle d'ouverture du coin. 
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les faces extérieures et les autres par l’égalité des déplacements 
et des contraintes ss et 7,e Sur les lignes de séparation des 
milieux [4]. 

Notons également le cas où l’angle global est 27 et les fron- 
tières extérieures sont absentes. Il est question en réalité d’un 
point intérieur où se joignent plusieurs milieux. 

Disons en conclusion que la méthode de représentation des 
déplacements par des fonctions harmoniques (représentations de 
Papkovitch-Neuber) a été utilisée pour l’étude des singularités 
d’un milieu homogène par morceaux avec une surface de sépa- 
ration des milieux en forme de cône circulaire [42]. 


$S 9. Eléments de mécanique de rupture fragile 


Les solutions particulières construites au paragraphe précé- 
dent pour l’angle « = + trouvent une large application en méca- 
nique de rupture fragile, dont on exposera les éléments. 

Dans un sens large de cette notion la mécanique de rupture 
représente une partie de la science sur la résistance des muaité- 
riaux et des constructions qui s’occupe de la capacité portante 
du corps, compte tenu et non des fissures initiales, ainsi que de 
l'étude de différentes lois du développement des fissures [83]. 
Citons les trois principaux problèmes mathématiques de la méca- 
nique de rupture : 

1. Résistance des corps présentant des fissures : étude des pro- 
cessus de fissuration en fonction des charges appliquées. 

2. Géométrie des fissures : établissement des équations des tra- 
jectoires curvilignes (superficielles) des fissures et des surfaces 
de rupture formées par suite du développement des fissures 
internes. 

3. Dynamique des fissures : définition des lois du mouvement 
de l'extrémité de la fissure et du front de la surface de rupture. 

La résolution du premier et du troisième de ces problèmes 
sera illustrée sur des exemples concrets. 

Pour juger de la résistance du corps il ne suffit pas de connaïtre 
la solution fournie par la théorie de l’élasticité sur la concentra- 
tion des contraintes au voisinage des entailles ou des fissures. IX 
faut en outre disposer de critères de résistance, qui établissent 
l'instant d’'épuisement de la capacité portante du matériau au 
moins en un point ou, en d’autres positions du problème, du corps 
tout entier. Les relations traduisant ces critères contiennent néces- 
sairement des constantes du matériau (éventuellement des carac- 
téristiques des éprouvettes et du dispositif d'essai) tirées de l’ex- 
périence. Parmi ces constantes on compte tout d’abord les carac- 
téristiques mécaniques du matériau telles que la limite d’élasti- 
cité, de résistance, la résistance réelle à la rupture, etc., qu’on 


2 
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détermine sur des éprouvettes lisses par une méthodologie stan- 
dardisée. 

Le processus de destruction se déroule en deux stades : nais- 
sance de la fissure et sa propagation, caractérisés chacun par ses 
propres lois de développement. Parmi les critères il y en à natu- 
rellement qui décrivent aussi bien les conditions de sa propaga- 
tion. Les premiers sont effectivement les conditions d’établisse- 
ment d’un état critique au point à l'instant considéré (théories 
classiques de résistance). Les seconds tiennent compte de la pré- 
es d’une fissure dans le corps (seuls ces problèmes seront con- 
sidérés). 

Le critère relatif au début de la propagation d’une fissure (appelé 
parfois critère de destruction), sur lequel se fonde la mécanique de 
rupture, ne se déduit pas des équations d’équilibre et du mouve- 
ment de la mécanique du milieu continu. Il est une condition 
complémentaire pour la résolution du problème sur l’équilibre 
limite d’un corps présentant une fissure. On estime l’état d’équi- 
libre limite atteint dès qu’une coupure fissuriforme à obtenu la 
possibilité de se propager. Dans ce cas la coupure devient fis- 
sure. De cette dernière définition apparaît que la fissure est une 
coupure mince (fente) capable de se propager (en augmentant 
sa surface) dans le corps sous l’action de sollicitations extérieures *). 
Ce peuvent être les efforts mécaniques, les contraintes thermi- 
ques, l’attaque corrosive ou une action superficielle du milieu 
ambiant, ainsi que les effets du vieillissement avec le temps, 
lorsque les paramètres du matériau varient. 

Dès que le corps atteint son état d'équilibre limite, le déve- 
loppement de la fissure peut être stable ou instable. 

A l’état stable la fissure est immobile pour une charge extérieure 
constante et pour que la fissure s’agrandisse en surface (ou en 
longueur) d’une petite grandeur il faut une petite variation de la 
charge extérieure. Aussi, la relation obtenue à partir du critère 
de destruction entre le paramètre caractérisant la charge extérieure 
P et la longueur ! de Ila fissure vérifiera-t-elle pour une fissure 
stable l’inégalité 


IP 0 où = <0. (9.1) 
dl dl 


Dans un état d’équilibre instable, la fissure commence à se 
propager dès que la charge atteint sa valeur critique, déterminée 
à partir du critère de destruction. Au-delà de la zone critique 
la fissure peut se propager pour une charge constante. Le domaine 


+) Souvent on appelle fissure une coupure mathématique du corps ou un défaut 
du matériau sans que soient observées les conditions d’équilibre limite. Ceci est justifié 
par soucis de concision et peut-être de commodité. 
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des états d’équilibre instable se caractérise par l'inégalité 


IP C0 où Æ > 0. (9.2) 
dl dl 


Du point de vue de la prévention d’une destruction complète 
il est important de connaitre le type d'équilibre limite qui s’établit 
dans le corps. Si l’état d'équilibre limite est stable, il n’y a aucun 
danger de destruction complète immédiate. Mais si l’état limite 
est instable, la fissure existante est inadmissible, du moins sans une 
analyse détaillée. Les dimensions admissibles d’une fission initiale 
dépendent dans une grande mesure du type d'état d'équilibre 
limite. | 

Les criteres du début de la propagation d’une fissure peuvent 
être obtenus aussi bien à partir des considérations énergétiques 
que dynamiques. Le critère énergétique a été proposé le premier 
par A. 4. Griffith [32]; le critère dynamique a été formulé dans 
[35], en même temps l’équivalence des deux critères à été établie. 

L'idée de ces approches consiste en ce qui suit. Soit un corps 
élastique parfait comportant une coupure. Pour que cette coupure 
commence à se propager en augmentant sa surface, il faut dépenser 
une énergie égale à celle qui est nécessaire pour rétablir l'intégrité 
du matériau devant le bord de la coupure. Cette énergie peut être 
appelée énergie de destruction. Avec la formation d’une nouvelle 
surface libre de charges, simultanément diminue la déformation 
dans un certain volume du corps. Ceci conduit à un dégagement 
correspondant d’énergie élastique. Ainsi, en vertu de la loi de con- 
servation de l’énergie, négligeant les autres flux d'énergie possibles. 
on obtient pour le développement de la fissure d’une grandeur 
AS une condition énergétique du type 


àT = G5S, (9.3) 


où ôl" est l’énergie de destruction nécessaire à la formation d'une 
nouvelle surface de rupture d’aire àS. G le flux d'énergie au som- 
met de la fissure reporté à une unité de surface de la fissure ou, 
en d’autres termes, l’intensité de l'énergie élastique libérée. 

A. Griffith pensait que ÔT est l’énergie superficielle du corps 
solide, de même nature physique que celle d’un fluide. Toutefois, 
il apparut par la suite que l’énergie dépensée à la formation de 
nouvelles surfaces au cours du développement d’une fissure est 
liée principalement au travail de déformation plastique des volu- 
mes du matériau situés devant le front de la fissure. Si les dimen- 
sions linéaires de ces volumes sont petites devant la longueur de la 
fissure, le flux d’énergie élastique peut alors être comme aupara- 
vant calculé en se coniormant uniquement à la solution élastique, 
reportant l’énergie dépensée à la destruction au travail de défor- 
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mation plastique. Voilà en quoi consiste la conception de rupture 
quasi fragile, exposée dans [81]. Cette conception à permis de 
passer d’un matériau parfait du schéma de Griffith à des maté- 
riaux réels. L'efficacité de cette conception consiste en ce que la 
destruction des constructions réelles se produit pratiquement 
toujours d’après le mécanisme quasi fragile, c’est-à-dire que la 
cassure macrofragile se caractérise par des déformations résiduelles 
importantes au voisinage de la surface de rupture. De la sorte, 
il s’est trouvé possible d'étendre la théorie de rupture de Griffith 
à la résolution des problèmes d'ingénieurs. L'énergie l assure la 
conservation du corps solide en tant que tout entier, et dans le 
<as de la formation de nouvelles surfaces (à partir de la coupure 
initiale) il est d'usage de considérer l'énergie l de nature super- 
ficielle, donc exprimable par la relation 


ST — 2-58, (9.4) 


où 7 est l'intensité superficielle de l’énergie dépensée à la 
destruction. . 

La relation (9.3) exprimant l'équilibre énergétique conserve 
sa forme indépendamment de la manière dont est appliquée la 
charge extérieure : que ce soit le cas de points fixes d’application 
des forces extérieures ou celui de valeurs fixes des forces exté- 
rieures, ou bien un cas intermédiaire. 

Si les points d’application des forces sont fixes (ne se déplacent 
pas), alors le travail des forces extérieures est nul et l'égalité 
(9.3) est immédiate. L'énergie potentielle W de déformation d’un 
corps diminue d’une grandeur G et se dépense entièrement à la 
destruction. 

Lorsque les points d'application se déplacent par suite de 
l'agrandissement de la fissure pour des forces extérieures constantes, 
le second membre de l’égalité (9.3) représente alors la différence 
entre le travail des forces extérieures et l'énergie de déformation. 
Cette différence est positive et égale à 4 [57]. La balance d’énergie 
garde comme auparavant la forme (9.3). 

Dans les deux cas extrémaux l’intensité de l’énergie élastique 
libérée G est la même et égale à 


Ci (9.5) 


Ici le signe « + » se rapporte au cas d’une force constante et le 
signe « —» à des points d’application fixes. Le flux d'énergie 
vers la pointe de la fissure peut être calculé en prolongeant la cou- 
pure donnée par une coupure imaginaire dont les faces sont solli- 
citées par des contraintes fortement variables apparaissant dans 
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le milieu continu au voisinage des bords de la coupure sous l'effet 
d’une charge extérieure. Lors de la progression de la coupure, 
les faces de la coupure imaginaire s’écartent et le travail des 
forces 6,dz sur les déplacements + donne le flux recherché 
d'énergie 
a 
G = — im = as (9.6) 
a— 24 

La progression de la coupure est chématiee sur la figure 26. 


Comme il découle des formules (8.40), dans le cas d’une défor- 
mation plane l’expression asymptotique des contraintes et des 


(a) (b) 


Fig. 26. Extrémité d'une coupure avant sa progression (a) 
et après sa progression d’une distance x (b). 


déplacements au voisinage de l’extrémité d'une coupure immobile 


est pour 69 = 0,, 0 = 0,etuüo — Tr 0=7%z (r — x — x) de la forme : 
= AD rs. (9.7) 
Ts 
Après substitution et intégration nous obtenons 
Ci v) À (9.8) 


et dans le cas d’un état de contrainte plan 
G =, 
E 
Ainsi nous aboutissons à deux formulations équivalentes du 
critère de destruction. La fissure obtient la possibilité de se pro- 
pager dans le cas où 
1) l’intensité de l’énergie libérée G atteint sa valeur critique 


(3 à 
Ga = PE const ; 


(9.9) 


2) le coefficient d'intensité des contraintes K, atteint la gran- 
deur critique K;,, = const. 
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Le critère énergétique du début de l'agrandissement d’une 
fissure est donc de la forme 


G=Gy (9.10) 


et le critère dynamique s’écrit 
re — Ke. (9.11) 


Ces formulations sont vraies pour une destruction parfaite- 
ment élastique (lorsque 6, — © à l’extrémité de la fissure dans 
une position linéarisée du problème de l’élasticité) et elles seules 
couvrent, en général, tous les cas qui se présentent en mécanique 
linéaire de rupture par fissuration. 

En réalité, pour la plupart des matériaux réels, dans un petit 
voisinage de l’extrémité de la coupure se manifestent, à cause des 
contraintes importantes, les propriétés non linéaires du matériau ; 
les distributions des contraintes et des déplacements dans cette 
zone diffèrent d’une distribution élastique. On admet dans le 
schéma de rupture quasi fragile [35, 81] que la zone d'effets non 
linéaires est petite devant la longueur de la fissure. Ceci permet de 
supposer qu’aussi bien la dimension de la zone que l'intensité des 
déformations plastiques dans celle-ci sont prises en compte à l’aide 
du coefficient d’intensité des contraintes, de la limite d’élasticité 
et du coefficient de consolidation. D’autre part, le champ des 
contraintes autour du domaine plastique se décrit par les formules 
asymptotiques (S.40). 

Donc, pour la rupture quasi fragile les deux formulations du 
critère de destruction restent valables. Dans la suite il ne sera 
pas fait de différence entre les ruptures fragile et quasi fragile 
(dans le sens indiqué) et l’on utilisera pour les deux la dénomination 
de rupture fragile. 

L'une des particularités des calculs de la résistance des corps 
fissurés est la nécessité de prendre en considération la redistribution 
des contraintes par suite de la formation de fentes et de fissures 
sous l’effet des charges extérieures. La pointe est précisément 
l’endroit de la plus grande concentration des contraintes et le 
point de départ de la destruction ultérieure. Aussi est-il parti- 
culièrement important d'étudier l’état de contrainte à la pointe 
de la fissure. 

D’après les données du $ 8, l’état de contrainte au voisinage 
de l'extrémité de la coupure peut être représenté comme la somme 
des déformations plane et antiplane. Le premier état se traduit 
(conformément aux formules (8.40)) par deux termes à coefficients 
K; et Ky, le deuxième état est déterminé par le coefficient Km 
(fig. 27). Les formules asymptotiques des champs de contraintes 
et de déplacements pour les trois types de déformation, donnant 
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une bonne approximation dans le domaine dont la dimension 
caractéristique est petite devant la longueur de la fissure, sont 
rapportées au $8. Ces relations font intervenir les grandeurs 


Fig. 27. Principaux types de déformation de la surface d’une 
fissure. 


K;, K;r Km, Coefficients d'intensité des contraintes pour les trois 
types de déformation. On omet d’écrire l’indice dans les cas où 
le type de déformation apparaït de la position du problème ou 
lorsque le coefficient se rapporte indifféremment à tout type de 
déformation. 

Insistons encore une fois sur l'importance exceptionnelle de 
ces coefficients en mécanique de la rupture. 

En effet, le calcul de la résistance d’un corps implique la 
détermination de son état de contrainte. Ceci est nécessaire non 
seulement pour trouver le point dangereux et les composantes de 
l’état de contrainte en celui-ci, mais aussi pour juger de la solidité 
du matériau en ce point, étant donné que la plupart des critères 
d'établissement d’un état dangereux s'expriment précisément par 
les composantes de l’état de contrainte. Pour beaucoup de confi- 
gurations de corps et de schémas de chargements rencontrés en 
pratique, il est commode de caractériser l’état de contrainte au 
point dangereux par les coefficients de concentration des contrain- 
tes. Etant le rapport de la valeur maximale d’une composante du 
tenseur des contraintes à sa valeur nominale, ils s'expriment donc 
par des grandeurs adimensionnées. 

La connaissance de l’état de contrainte est également néces- 
saire pour juger du caractère de la propagation de la fissure si le 
corps en présente une et par là même de sa résistance fragile. Le 
problème concernant la détermination de l’état de contrainte au 
voisinage de la pointe d’une fissure diffère des problèmes usuels 
de détermination de la concentration des contraintes par ce que 
la position géométrique linéarisée des conditions et La théorie 
physiquement linéaire de l’élasticité conduisent à des contraintes 
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et des gradients de contraintes infinis à l’extrémité d’une coupure 
mince. Dans ce cas la notion de coefficient de concentration des 
contraintes perd son sens. Bien entendu, on aurait pu essayer 
à garder au coefficient de concentration des contraintes son 
expression numérique adimensionnée moyennant la prise en compte 
de fines particularités de la déformation du matériau à l’extrémité 
de la coupure. Toutefois, il n’est pas du tout indispensable, pour 
résoudre les problèmes sur le développement d’une fissure, de 
connaitre en détail les processus qui se déroulent dans un voisinage 
extrêémement restreint de l’extrémité de la coupure [83]. I suffit 
de connaitre le caractère et l’intensité de l’état de contrainte dans 
un petit domaine entourant l’extrémité de la coupure où est 
concentré le mécanisme de la rupture (sur la figure 28, I est la 
zone de déformations non linéaires et d’action du mécanisme de la 
rupture ; II la zone de validité des formules asymptotiques ©, — 


y — K}V27x; III, la zone des 
contraintes nominales). Ceci 
sisnifie le refus du coefficient 
de concentration des con- 
traintes en faveur de la re- 
présentation asy mptotique de 
l’état de contrainte à l’ex- 
trémité de la coupure. Les 
formules asymptotiques pour 
une distribution radiale et 
r x angulaire des contraintes ne 
ne Nue À ee < dépendent, comme nous 
"12. : striDuuon des contraintes € | 9. : e 

vant l’extrémité d’une fissure fragile. RS . Fi D DE 
du corps, ni du schéma de chargement non plus. L’intensité de 
cette distribution dépend uniquement d’un seul facteur Æ. Par 
conséquent, tous les processus de rupture du matériau sont engen- 
drés et régis par l'intensité du champ des contraintes (entourant 
l'extrémité de la fissure) par l’intermédiaire du coefficient d’in- 
tensité des contraintes X. A la différence du coefficient de concen- 
tration, le coefficient d'intensité des contraintes est une grandeur 
dimensionnelle (P/}l”:.) 

Le rôle exceptionnel joué par le coefficient d'intensité des 
contraintes en mécanique de la rupture explique l'importance 
de son étude théorique et expérimentale. 
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